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Bùi Ngọc Diệp

Trường Trung học phổ thông Chuyên Lào Cai

Phương trình hàm là một trong những lĩnh vực hay và khó của toán sơ cấp. Chủ đề này thường xuyên
xuất hiện trong các kỳ thi chọn học sinh giỏi cấp tỉnh, kỳ thi chọn học sinh giỏi Quốc gia và kỳ thi
Olympic toán Quốc tế. Chuyên đề giới thiệu "Phương pháp thế", một trong những phương pháp chủ yếu
để giải quyết các bài toán phương trình hàm.

1. MỞ ĐẦU

Đối với các phương trình đại số trong sách giáo khoa, mục tiêu của chúng ta là tìm
các biến chưa biết nhưng đối với phương trình hàm chúng ta cần phải tìm một "hàm số"
thỏa mãn một số điều kiện ràng buộc cho trước của bài toán. Chúng ta có nhiều phương
pháp cũng như hướng tiếp cận khác nhau đối với các bài toán thuộc chủ đề này trong đó,
phương pháp thế là phương pháp thông dụng nhất khi giải phương trình hàm và kĩ thuật
của nó còn được sử dụng khi chúng ta sử dụng các phương pháp khác. Nội dung cơ bản
của phương pháp này là thay các biến bởi các giá trị đặc biệt. Từ những kết quả vừa thiết
lập bằng việc thay biến đó, chúng ta sẽ cố gắng xây dựng các ràng buộc hoặc sử dụng trực
tiếp các kết quả này để tìm hàm số chưa biết. Điều quan trọng phải lưu ý là giá trị các
biến này phải thuộc tập xác định của hàm số và phải thỏa mãn các điều kiện ràng buộc
giữa các biến nếu có. Không có bất cứ một "kĩ thuật" tổng quát nào của phương pháp
thế để giải quyết các bài toán phương tình hàm. Khi đứng trước các bài toán liên quan
đến chủ đề này, học sinh cần phải có cái nhìn tổng quan cũng như những kinh nghiệm và
sự nhảy cảm để có thể đưa ra việc thay các biến sao cho phù hợp. Chúng tôi nhắc lại một
số kĩ thuật cũng như chú ý cần thiết khi sử dụng phương pháp thế để giải quyết các bài
toán về phương trình hàm.

(i) Sau khi tìm được nghiệm hàm của phương trình, chúng ta phải thử lại rồi mới kết
luận. Chú ý rằng, quá trình tìm nghiệm chỉ là "điều kiện cần" chứ không phải là
"điều kiện đủ".

(ii) Nếu một bộ phận nào đó của phương trình hàm đã cho có tính đối xứng giữa các
biến, chẳng hạn như x, y. Chúng nên hoán vị giữa x và y nghĩa là thay x bởi y và
thay y bởi x vào điều kiện ban đầu của bài toán.

(iii) Phép đặt "tổng-hiệu"
u = x+ y, v = x− y

là một trong những phép đặt cơ bản thường được sử dụng đối với các phương trình
hàm mà biếu thức thành phần của nó là các đa thức đối xứng giữa x và y (tức là
các đa thức mà khi ta hoán vị giữa các biến, ta được đa thức mới bằng đa thức ban
đầu.)
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(iv) Các tính chất cơ bản hàm số như đơn ánh, toàn ánh, song ánh cần phải được nắm
vững và vận dụng một cách linh hoạt. Trong nhiều bài toán của phương pháp thế
chúng ta cần phải vận dụng được tính chất này để có thể tìm ra giá trị của hàm số
tại những điểm đặc biệt.

(v) Chúng ta nên dự đoán được một nghiệm nào đó của phương trình. Từ những dự đoán
này chúng ta sẽ có những định hướng cụ thể để đưa ra các phép thế phù hợp hoặc
tìm ra các tính chất của nghiệm hàm.

Mục tiêu của bài viết này là giới thiệu phương pháp thế với những kĩ thuật đặc trưng của
nó thông qua các ví dụ cụ thể thông qua một số bài toán phương trình hàm đã xuất hiện
trong các kỳ thi học sinh giỏi quốc gia và quốc tế. Phần còn lại của bài viết được bố cục
như sau: Mục 2 chúng tôi giới thiệu phương pháp thế qua các ví dụ cụ thể, Mục 3 là các
bài tập có sử dụng phương pháp thế.

2. PHƯƠNG PHÁP THẾ QUA CÁC BÀI TOÁN

Chúng ta sẽ bắt đầu với bài toán trong Kỳ thi chọn học sinh giỏi Quốc gia môn Toán lớp
12 (VMO) năm 2013.

Bài toán 1. (VMO 2013). Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn

f(0) = 0, f(1) = 2013,

(x− y)
[
f
(
f 2 (x)

)
− f

(
f 2 (y)

)]
=
[
f (x)− f (y)

] [
f 2 (x)− f 2 (y)

]
(2.1)

đúng với mọi x, y ∈ R và f 2 (x) =
(
f (x)

)2
.

Lời giải. Từ (2.1) thay x 6= 0 và y = 0, ta được

xf
(
f 2 (x)

)
= f 3 (x) , ∀x 6= 0.

Điều nay suy ra với ∀x 6= 0, ta có

f
(
f 2 (x)

)
=
f 3 (x)

x
, ∀x 6= 0. (2.2)

Thay (2.2) vào (2.1), với mọi x 6= 0, y 6= 0, ta được

(x− y)

[
f 3 (x)

x
− f 3 (y)

y

]
=
[
f (x)− f (y)

] [
f 2 (x)− f 2 (y)

]
. (2.3)
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Ta thấy rằng

(x− y)

[
f 3 (x)

x
− f 3 (y)

y

]
−
[
f (x)− f (y)

] [
f 2 (x)− f 2 (y)

]
= f 3 (x)− xf 3 (y)

y
− yf 3 (x)

x
+ f 3 (y)− f 3 (x) + f (x) f 2 (y) + f (y) f 2 (x)− f 3 (y)

=

[
f (x) f 2 (y)− xf 3 (y)

y

]
+

[
f (y) f 2 (x)− yf 3 (x)

x

]

= f 2 (y)

[
f (x)− xf (y)

y

]
+ f 2 (x)

[
f (y)− yf (x)

x

]
= f 2 (x)

xf (y)− yf (x)
x

− f 2 (y)
xf (y)− yf (x)

y

=
[
xf (y)− yf (x)

] [f 2 (x)

x
− f 2 (y)

y

]
, ∀x 6= 0, y 6= 0. (2.4)

Kết hợp (2.3) và (2.4), ta được[
xf (y)− yf (x)

] [
xf 2 (y)− yf 2 (x)

]
= 0, ∀x 6= 0, y 6= 0. (2.5)

Từ (2.5) thay y = 1 ta có(
2013x− f(x)

) [
20132x− f 2(x)

]
= 0, ∀x 6= 0. (2.6)

Nếu x < 0 thì
20132x− f 2(x) < −f 2(x) < 0.

Khi đó, từ (2.6) ta được
f(x) = 2013x, ∀x < 0.

Do đó, từ (5) thay y = −1 ta có

[−2013x+ f(x)][20132x+ f 2(x)] = 0, x 6= 0. (2.7)

Nếu x > 0 thì
20132x− f 2(x) > −f 2(x) > 0.

Khi đó, từ (2.7) ta được
f(x) = 2013x, ∀x > 0.

Chú ý rằng f (0) = 0. Vì vậy, ta có f(x) = 2013x với mọi x ∈ R.
Thử lại, ta thấy rằng nếu f(x) = 2013x với mọi x ∈ R thì khi đó

f(0) = 0, f(1) = 2013,[
f (x)− f (y)

] [
f 2 (x)− f 2 (y)

]
= [2013x− 2013y]

[
20132x2 − 20132y2

]
= (x− y)

[
f
(
f 2 (x)

)
− f

(
f 2 (y)

)]
, ∀x ∈ R, y ∈ R.
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Vậy hàm số cần tìm là
f(x) = 2013x, ∀x ∈ R, y ∈ R.

Nhận xét. Thông thường khi đứng trước một bài toán phương trình hàm, chúng ta
thường "cố gắng" tìm được những giá trị đặc biệt của hàm số như f(0), f(1), f(−1), ... với
mục đích là tạo thêm "ràng buộc" cũng như dự đoán được "hình dáng" cũng như "tính
chất" nghiệm "hàm" cần tìm. Nhưng đối với bài toán trên, giả thiết đã cho luôn f (0) = 0.
Vì thế, ý tưởng đầu tiên khi giải bài toán là phải "lợi dụng" được f (0) = 0. Điều kiện
này đã làm cho bài toán đơn giản hơn rất nhiều. Một câu hỏi được đặt ra cho bạn đọc là
"nếu không có yếu tố f (0) = 0 thì chúng ta sẽ giải quyết bài toán trên như thế nào". Về
điều kiện thứ hai của bài toán f(1) = 1, chúng ta có thể thấy rằng nó giúp cho bài toán
có hình thức đẹp hơn (khi có con số của năm thi xuất hiện trong đề thi) và cũng giúp học
sinh có thêm phương án khi xử lý tình huống[

xf (y)− yf (x)
] [
xf 2 (y)− yf 2 (x)

]
= 0, ∀x 6= 0, y 6= 0.

Đây là một trong những "tình huống điển hình" thường xuyên xuất hiện trong các bài
toán phương trình hàm của các đề thi học sinh Quốc gia. Nếu không có giả thiết f(1) = 1,
chúng ta vẫn có thể hoàn toàn giải quyết trọn vẹn, nhưng lời giả sẽ phức tạp hơn lời giải
được đưa ra ở trên. Từ (2.4), chúng ta có

f(y)

y
=
f(x)

x
hoặc

f 2 (x)

x
=
f 2 (y)

y

với ∀x 6= 0, y 6= 0. Điều này giúp chúng ta có thể nhìn thấy ngay rằng nghiệm của bài
toán sẽ có dạng f (x) = cx. Vì một vế chỉ phụ thuộc vào x và một vế chỉ phụ thuộc vào
y nên chúng phải bằng hằng số. Đây cũng chính là nội dung của kĩ thuật thường được sử
dụng trong phương pháp thế có tên gọi là "phân ly biến số", kĩ thuật này bắt nguồn từ
môn học "Phương trình vi phân" ở bậc Đại học. Nó tỏ ra vô cùng "tối ưu" khi giải quyết
một số bài toán, ví dụ như bài toán dưới đây là đề thi Olympic Toán sinh viên Toàn Quốc
năm 2011 được tổ chức tại thành phố Quy Nhơn.

Tìm tất cả các hàm số f : R→ R

(x− y)f (x+ y)− (x+ y) f (x− y) = 4xy
(
x2 + y2

)
, ∀x, y ∈ R.

Với những phương trình hàm có biến tự do (tức là các phương trình mà hai vế của nó
có xuất hiện các biểu thức chỉ chứa các thành phần là x và y) thì chúng ta thường cố gắng
"thế biến" một cách hợp lí để có tính được các giá trị tại các điểm đặc biệt của hàm số
như 0,−1, 1, ... Sau khi tính được các giá trị này, chúng ta sẽ sử dụng nó để tìm hàm mà
bài toán yêu cầu. Bài toán tiếp theo sẽ giúp bạn đọc hình dung rõ hơn về vấn đề này.

Bài toán 2. (VMO 2016). Tìm tất cả các số thực a để tồn tại hàm số f : R→ R thỏa
mãn

i) f(1) = 2016.

ii) Với mọi x, y ∈ R,

f
(
x+ y + f (y)

)
= f (x) + ay. (2.8)
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Lời giải. Nếu a = 0 thì từ (2.8), ta được

f(x+ 2017) = f(x), ∀x, y ∈ R.

Do đó, f là một hàm tuần hoàn chu kì 2017. Vì f(1) = 2016, nên

f(x) = 2016 ∀x ∈ R.

Ta xét trường hợp a 6= 0 thì trong (2.8) hoán vị vai trò của x và y ta được

f
(
x+ y + f (x)

)
= f (y) + ax, ∀x, y ∈ R. (2.9)

Nếu f(x) = f(y) thì từ (2.8) và (2.9) ta suy ra x = y hay f là một đơn ánh. Trong (2.8)
cho y = 0, ta có

f(x+ f(0)) = f(x),∀x ∈ R.
Vì f là đơn ảnh nên

x+ f(0) = x,∀x ∈ R.
Do đó, ta có f(0) = 0. Trong (2.8) thay x = 0, y = 1 ta được a = f(2017). Tiếp tục thay

y bởi
−f(x)
a

trong (2.8), ta được

f

(
x− f (x)

a
+ f

(
−f (x)
a

))
= f (x)− f (x) = 0 = f (0) ,∀x ∈ R.

Vì f là hàm đơn ánh nên

x− f (x)

a
+ f

(
−f (x)
a

)
= 0, ∀x ∈ R.

Điều này suy ra

f

(
−f (x)
a

)
=
f (x)

a
− x, ∀x ∈ R. (2.10)

Trong (2.8) thay y bởi −f(y)
a

ta được

f

(
x− f (y)

a
+ f

(
−f (y)
a

))
= f (x)− f (y) ∀x, y ∈ R. (2.11)

Sử dụng (2.10) kết hợp với (2.11) ta có

f

(
x+

f (y)

a
− y − f (y)

a

)
= f (x)− f (y) , ∀x, y ∈ R.

Do đó, ta được

f (x− y) = f (x)− f (y) , ∀x, y ∈ R. (2.12)
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Trong (2.12) thay x bởi x+ y ta được

f (x+ y) = f (x) + f (y) , ∀x, y ∈ R.

Bằng phương pháp quy nạp ta chứng minh được

f(n) = nf(1) = 2016n, ∀n ∈ N∗.

Do đó,
a = f(2017) = 2016.2017.

Khi đó ta có hàm số f(x) = 2016x thỏa mãn điều kiện bài toán. Thật vậy, với f(x) =
2016x,∀x ∈ R thì{

f (1) = 2016,
f
(
x+ y + f (x)

)
= 2016x+ 2016.2017x = f (y) + ax, ∀x, y ∈ R.

Vậy a = 0 và a = 2016 thỏa mãn điều kiện đề bài.
Nhận xét. Trong bài toán này để tính được giá trị của hàm số tại điểm x = 0 chúng
ta đã sử dụng tính đơn ánh của hàm số. Việc nhận ra f đơn ánh là dễ dàng. Sau khi đã
tính được f(0) thì việc thế các giá trị như thế nào để có thể "tận dụng" được kết quả
f(0) = 0 là tự nhiên. Chúng ta nhắc lại các tính chất cơ bản của một hàm số thường được
dùng xuyên suốt trong các bài toán giải phương trình hàm. Hàm số f đi từ miền xác định
D ⊂ R vào R được gọi là đơn ánh nếu f(x) = f(y) thì x = y với ∀x, y ∈ D. Hàm số f
được gọi là toàn ánh nếu với z ∈ R tồn tại x ∈ D sao cho z = f(x). Hàm số f là song ánh
nếu nó đồng thời là đơn ánh và toàn ánh.

Nếu bài toán có thêm giả thiết f là một hàm số liên tục hoặc đơn điệu trên tập xác
định thì ta có thể kết luận hàm số

f(x) = 2016x, ∀x ∈ R

là nghiệm của phương trình trong trường hợp a 6= 0 vì hàm số f là một hàm cộng tính
và f(1) = 2016. Chú ý rằng nếu phương trình hàm của bài toán là một phương trình có
dạng "đối xứng" giữa các biến (ví dụ như bài toán 2) ta thường dùng phép thế thay x bởi
y và thay y bởi x, tức là hoán đổi vai trò của x, y trong phương trình ban đầu để có thể
chứng minh được tính đơn ánh của nó.

Đôi khi, trong một số bài toán về phương trình hàm, chúng ta không thể tính trực tiếp
được các giá trị tại các điểm đặc biệt của hàm số, ta thường đặt chúng như là các tham
số, ví dụ đặt f(0) = m rồi thế biến của phương trình bởi chính các giá trị của tham số
này với mục tiêu là có thể tìm được chúng. Bài toán tiếp theo xuất hiện Kỳ thi chọn học
sinh giỏi Quốc gia dự môn Toán lớp 12 năm 2005 sẽ minh họa cho kĩ thuật này.

Bài toán 3. (VMO 2005 A). Hãy tìm tất cả các hàm số f xác định trên tập số thực
R, lấy giá trị trong R và thỏa mãn hệ thức:

f(f(x− y)) = f(x)f(y)− f(x) + f(y)− xy (2.13)

với mọi số thực x, y.
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Lời giải.
Giả sử R→ R là hàm số thỏa mãn hệ thức của đề bài, nghĩa là

f(f(x− y)) = f(x)f(y)− f(x) + f(y)− xy

với mọi số thực x, y. Đặt f(0) = a. Thế x = y = 0 vào (2.13) ta được

f(a) = a2. (2.14)

Thế x = y vào (2.13) với lưu ý tới (2.14) ta được:(
f (x)

)2
= x2 + a2, ∀x ∈ R. (2.15)

Suy ra
(
f (x)

)2
=
(
f (−x)

)2
,∀x ∈ R hay(

f (x)− f (−x)
) (
f (x) + f (−x)

)
= 0, ∀x ∈ R. (2.16)

Giả sử tồn tại x0 6= 0 sao cho f(x0) = f(−x0). Thế y = 0 vào (2.13) ta được:

f
(
f (x)

)
= af (x)− f (x) + a, ∀x ∈ R. (2.17)

Thế x = 0, y = −x vào (2.13) ta được:

f
(
f (x)

)
= af (−x)− f (−x)− a, ∀x ∈ R. (2.18)

Từ (2.17) và (2.18) suy ra

a
(
f (−x)− f (x)

)
+ f (x) + f (−x) = 2a, x ∈ R. (2.19)

Thế x = x0 vào (2.19) ta được

f(x0) = a. (*)

Mặt khác, từ (2.15) suy ra nếu f(x1) = f(x2) thì x
2
1 = x22. Vì thế , từ (*) suy ra x0 = 0,

trái với giả thiết x0 6= 0. Mâu thuẫn chứng tỏ f(x) 6= f(−x),∀x 6= 0. Do đó, từ (2.16) ta
suy ra

f(x) = −f(−x), ∀x 6= 0 (2.20)

Thế (2.20) vào (2.19)ta được: a(f(x) − 1) = 0, ∀x 6= 0. Suy ra a = 0, vì nếu ngược lại
a 6= 0 thì f(x) = 1, ∀x 6= 0 trái với (2.20). Do đó, từ (2.15) ta có:

(f(x))2 = x2, ∀x ∈ R. (2.21)

Giả sử tồn tại x0 6= 0 sao cho f(x0) = x0. Khi đó, theo (2.17) ta phải có:

x0 = f(x0) = −f(f(x0)) = −f(x0) = −f(x0) = −x0.

Mâu thuẫn chứng tỏ f(x) 6= x,∀x 6= 0. Vì vậy, từ (2.21) ta được f(x) = −x0,∀x ∈ R.
Ngược lại, kiểm tra trực tiếp, ta hấy hàm số tìm được ở trên thỏa mãn các yêu cầu của
đề bài. Vậy hàm số f(x) = −x,∀x ∈ R là hàm số duy nhất cần tìm.
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Nhận xét. Giống như bài toán trước, bài toán này chúng ta lại gặp một tình huống
"kinh điển" khi giải quyết các bài toán liên quan đến phương trình hàm là[

f (x) + x
] [
f (x)− x

]
= 0, ∀x, y ∈ R.

Từ đẳng thức trên, chúng ta chỉ có thể kết luận được rằng là giá trị của hàm f tại x và −x,
chứ không thể suy ra được các hàm số thỏa mãn yêu cầu của đề bài là f(x) = x,∀x ∈ R
hoặc f(x) = −x,∀x ∈ R. Khi gặp trường hợp này chúng ta thường xử lý như sau, kiểm
tra xem các hàm số f(x) = x,∀x ∈ R hoặc f(x) = −x,∀x ∈ R có thỏa mãn yêu cầu đề
bài hay không, sau đó chứng minh ngoài hàm này ra không còn hàm nào khác thỏa mãn
yêu cầu bài toán. Phương pháp thường dùng ở đây được dùng là phản chứng. Tìn huống
này đã xuất hiện trong một bài phương trình hàm ở các kỳ thi VMO trước đó.

(VMO 2002 B). Hãy tìm tất cả các hàm số f xác định trên tập số thực R, lấy giá trị
trong R và thỏa mãn hệ thức

f
(
y − f (x)

)
= f

(
x2012 − y

)
− 2001yf (x) , ∀x, y ∈ R.

(VMO 2007). Hãy tìm tất cả các hàm số f xác định trên tập số thực R, lấy giá trị
trong R và thỏa mãn hệ thức

f (x+ y) = f (x) .3b
y+f(y)−1 + bx

(
3b

y+f(y)−1 − by
)
, ∀x, y ∈ R.

Bài tiếp theo nằm trong đề thi Chọn học sinh giỏi Quốc gia dự thi Olympic Toán Quốc
tế năm 2014 (VNTST 2014), có cùng "ý tưởng" tìm ra giá trị f(0) như bài toán số 3.

Bài toán 4. (VNTST 2014) Tìm tất cả các hàm f : Z→ Z thỏa mãn

f
(
2m+ f(m) + f(m)f(n)

)
= nf(m) +m, ∀m,n ∈ Z. (2.22)

Lời giải. Giả sử Z→ Z là hàm số thỏa mãn hệ thức của đề bài, nghĩa là

f
(
2m+ f(m) + f(m)f(n)

)
= nf(m) +m, ∀m,n ∈ Z.

Đặt a = f(0). Giả sử f ≡ 0 là một nghiệm của phương trình. Khi đó từ (2.22), chúng ta
thấy rằng

m = 0, ∀m ∈ Z.
Điều này là vô lý, do đó f ≡ 0 không phải là nghiệm của phương trình. Vì vậy tồn tại
q ∈ Z sao cho f(q) 6= 0. Thay m = q vào đẳng thức (2.22) ta được

f
(
2q + f(q) + f(q)f(n)

)
= nf(q) + q, ∀n ∈ Z. (2.23)

Nếu f(n1) = f(n2) ∀n1, n2 ∈ Z thì từ (2.23), chúng ta được n1 = n2. Do đó, f là một hàm
đơn ánh. Thay n = 0 vào (2.23), ta được

f
(
2m+ (a+ 1)f(m)

)
= m, ∀m ∈ Z. (2.24)
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Với ∀m ∈ Z, tồn tại u = 2m + (a + 1)f(m) ∈ Z thỏa mãn rằng f(u) = m. Do đó, f là
một toàn ánh. Vì vậy tồn tại b ∈ Z sao cho f(b) = −1. Thay m = n = b vào (2.22), ta
được f(2b) = 0. Thay m = n = 0 vào (2.22), ta cũng có f(a2 + a) = 0. Do đó, ta có

f(a2 + a) = 0 = f(2b).

Vì f là một đơn ánh, ta được

b =
a2 + a

2
.

Mặt khác, thay n = b vào (2.22), ta được

f(2m) =
a2 + a

2
f(m) +m, ∀m ∈ Z. (2.25)

Thay m = 0 vào (2.22), ta được

f
(
af(n) + a

)
= an, ∀n ∈ Z.

Thay m = an vào (2.24) rồi kết hợp với đẳng thức trên, ta suy ra

(a+ 1)f(an) + 2an = af(n) + a, ∀n ∈ Z. (2.26)

Thay n = b, ta được
a(a2 + a)

2
= f(0) = a,

do đó ta có a ∈ {0, 1,−2}. Ta xét các trường hợp sau:

• Nếu a = 1 thì từ (2.26), ta được

f(n) = 1− 2n, ∀n ∈ Z.

Tuy nhiên, hàm số này không thỏa mãn yêu cầu đề bài.

• Nếu a = 0 thì từ (2.25), ta có

f(2m) = m, ∀m ∈ Z.

Kết hợp với kết quả (2.24), ta được

f(m) = 0, ∀m ∈ Z,

vô lý theo chứng minh ở trên.

• Nếu a = −2, thì từ (2.26) ta có

f(−2n) + 4n = 2f(n) + 2, ∀n ∈ Z.

Từ (2.25), ta được
f(−2n) = f(−n)− n.
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Do đó, ta có
f(−n) + 3n = 2f(n) + 2, ∀n ∈ Z.

Thay n bởi −n vào đẳng thức trên, ta cũng có

f(n)− 3n = 2f(−n) + 2, ∀n ∈ Z.

Kết hợp hai điều này lại, ta suy ra f(n) = n− 2,∀n ∈ Z. Thử lại, ta thấy hàm này
thỏa mãn yêu cầu đề bài.

Vậy hàm số cần tìm là
f(n) = n− 2, ∀n ∈ Z.

Nhận xét. Ở bài toán trên nếu chúng ta dự đoán được nghiệm hàm là f(n) = n− 2 thì
chúng ta sẽ có những định hướng rất rõ ràng trong thế biến để tìm ra được các giá trị đặc
biệt. Đứng trước một bài toán phương trình hàm, chúng ta luôn "mò mẫm" tìm nghiêm
trong lớp các hàm đa thức. Quan sát thấy rằng, nếu f(n) là một hàm đa thức thì bậc của
f(n) phải nhỏ hơn hoặc bằng 1 vì nếu không vế trái của phương trình hàm ban đầu sẽ có
bậc lớn hơn vế phải. Từ kết quả này chúng ta đặt f(n) = an + b rồi thay vào (2.22), ta
sẽ tìm được a = 1, và b = −2. Rõ ràng nếu chúng ta tính được f(0) thì bài toán trở nên
vô cùng đơn giản. Nhưng f(0) không thể tính được trực tiếp thông qua các phép thế các
giá trị đặc biệt nên ở đây chúng ta đã phải đặt a = f(0). Tính chất đơn ánh và toàn ánh
được nhận thấy khá dễ dàng và nó là một công cụ đắc lực trong việc hỗ trợ chúng ta tìm
được a. Từ cách giải trên, chúng ta có thể nhận ngay rằng kết quả bài toán đúng trên cả
tập thực R.

Trong một số bài toán về phương trình hàm, chúng ta sẽ cố gắng tìm phép thế "triệt
tiêu", đây là phép thế giúp chúng ta có thể giản ước biểu thức chứa f ở cả hai vế của
phương trình. Từ đó, chúng ta sẽ được một phương trình hàm đơn giản hơn.

Bài toán 5. (Olympic Toán học Châu Âu dành cho nữ năm 2012) Tìm tất cả các
hàm số f : (0; +∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f(x+ f(y)) = yf(xy + 1), ∀x, y ∈ (0;+∞). (2.27)

Lời giải. Để cho thuận tiện, chúng ta sẽ sử dụng kí hiệu P (u, v) chỉ việc thay x bởi u và
thay y bởi v vào (2.27). Ví dụ P (1, 1) là chỉ việc thay x = 1 và y = 1 vào (2.27). Giả sử
f(y)−1
y−1

> 0, khi đó với phép thay P
(

f(y)−1
y−1

, y
)
, ta được

f

(
yf (y)− 1

y − 1

)
= yf

(
yf (y)− 1

y − 1

)
, ∀y ∈ (0;+∞). (2.28)

Điều này chứng tỏ rằng y = 1,∀y ∈ (0;+∞). Đây là điều vô lý. Do đó

f (y)− 1

y − 1
< 0, ∀y ∈ (0;+∞) \ {1} . (2.29)
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Xét y > 1. Với phép thay P
(
1− 1

y
, y
)
, ta có

f

(
1− 1

y
+ f (y)

)
= yf (y) , ∀y > 1. (2.30)

Ta xét các trường hợp dưới đây.
Nếu f(y) > 1

y
thì 1 + f (y)− 1

y
> 1. Do đó, ta có

f

(
1 + f (y)− 1

y

)
= yf (y) > 1 ,∀y > 1.

Điều này mâu thuẫn với (2.29).

Nếu f(y) <
1

y
thì 0 < 1 + f (y)− 1

y
< 1. Do đó, ta có

f

(
1 + f (y)− 1

y

)
= yf (y) < 1, ∀y > 1.

Điều này mâu thuẫn với (2.29). Từ hai trường hợp trên ta kết luận rằng

f (y) =
1

y
,∀y > 1.

Bây giờ, xét x > 0, ta có

1

1 + f (x)
= f

(
1 + f (x)

)
= xf (x+ 1) =

x

x+ 1
=

1

1 +
1

x

.

Điều này suy ra rằng

f (x) =
1

x
, ∀x > 0.

Thử lại ta thấy hàm số f (x) =
1

x
,∀x > 0 thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

Nhận xét. Nhiều bạn học sinh sau khi đọc lời giải, sẽ tự đặt ra câu hỏi, bắt nguồn từ
đâu chúng ta có thể tìm được phép thế "triệt tiêu" như vậy. Quan sát phương trình, chúng
ta khá dễ dàng dự đoán được

f (x) =
1

x
, ∀x > 0.

Chú ý rằng, để có f
(
x+ f (y)

)
= f (xy + 1) ta sẽ xét phương trình

x+ f (y) = xy + 1

Điều này dẫn đến

x =
f (y)− 1

y − 1
.
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Do chúng ta đã dự đoán được

f (x) =
1

x
, ∀x > 0

nên ta cần chứng minh yf(y) = 1. Vậy từ (2.27) ta thấy rằng cần có

yf(xy + 1) = yf(y),

vì thế ta cần xét

xy + 1 = y ⇒ x =
y − 1

y
= 1− 1

y
.

Một kinh nghiệm khi giải các phương trình có sử dụng phép thế triệt tiêu đó là : "Nếu
muốn khử hai vế của phương trình f

(
φ (x, y)

)
, f
(
ω (x, y)

)
ở hai vế của phương trình hàm

ta xét phương trình
φ (x, y) = ω (x, y) ,

khi đó ta tìm được y = λ(x) rồi thay y = λ(x) vào phương trình hàm cần xét.
Ngoài cách giải đã nêu ở trên, chúng ta có thể sử dụng kĩ thuật thế sau để có thể tìm

nghiệm hàm của phương trình. Xét x > 1.

P

(
x− 1

x
, f (x)

)
⇒ f

(
x− 1

x
+ f (x)

)
= xf (x) , ∀x > 1. (2.31)

Thực hiện P

(
x,
x− 1

x
+ f (x)

)
ta được:

f

(
x+ f

(
x− 1

x
+ f (x)

))
=

[
x− 1

x
+ f (x)

]
f
(
x+ xf (x)

)
, ∀x > 1. (2.32)

Từ (2.31) và (2.32) suy ra:

x− 1

x
+ f (x) = 1⇒ f (x) = 1− x− 1

x
⇒ f (x) =

1

x
, ∀x > 1. (2.33)

Đến đây làm tương tự như cách 1.

Như đã nói ở phần mở đầu, cũng như một số ví dụ đã nêu, phương pháp thế "bao
trùm" lên tất cả các phương pháp khác. Phần lớn khi giải phương trình hàm ta đều cần
phải thế biến. Vì thế đây là một phương pháp vô cùng quan trọng. Để kết thúc bài viết,
chúng ta sẽ đi đến một ví dụ có sự phối hợp của nhiều phương pháp, nhưng "trung tâm"
của cách giải phương trình hàm vẫn là phương pháp thế.

Bài toán 6. Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f
(
x2 + y + f (y)

)
=
[
f (x)

]2
+ ay, ∀x, y ∈ R. (2.34)

Lời giải.
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Ta thấy rằng nếu a = 0 thì có hai hàm số thỏa mãn phương trình (2.34) là f(x) ≡ 0
và f(x) ≡ 1. Tiếp theo, chúng ta sẽ xét a 6= 0. Do vế phải là hàm bậc nhất theo y nên có
tập giá trị là R, do đó ta được{

f
(
x2 + y + f (y)

)
|y ∈ R

}
= R.

Điều này dẫn đến {
x2 + y + f (y) |y ∈ R

}
= R.

Do đó
{
f (y) |y ∈ R

}
= R, hay f là toàn ánh. Vì vậy, tồn tại b ∈ R sao cho f(b) = 0. Ta

sẽ chứng minh nếu f(x) = 0 thì x = 0. Từ (2.34) lấy y = b ta được

f
(
x2 + b

)
=
[
f (x)

]2
+ ab, ∀x ∈ R. (2.35)

Từ (2.35) thay x bởi −x ta có

f
(
x2 + b

)
=
[
f (−x)

]2
+ ab, ∀x ∈ R.

Kết hợp với (2.35) ta được [
f (x)

]2
=
[
f (−x)

]2
, ∀x ∈ R.

Điều này suy ra ∣∣f (x)∣∣ = ∣∣f (−x)∣∣ , ∀x ∈ R. (2.36)

Từ (2.36) suy ra f(−b) = 0. Từ (2.34) lấy y = −b ta được:

f
(
x2 − b

)
=
[
f (x)

]2 − ab, ∀x ∈ R (2.37)

Từ (2.35) và (2.37) ta có

f
(
x2 + b

)
− f

(
x2 − b

)
= 2ab, ∀x ∈ R. (2.38)

Từ (2.38) lấy x = 0 ta được
f (b)− f (−b) = 2ab

Vì f(b) = f(−b) nên 2ab = 0. Do đó ta phải có b = 0. Vậy ta thu được tính chất f(0) = 0
và nếu f(x) = 0 thì x = 0, cũng từ tính chất này ta có: nếu x 6= 0 thì f(x) 6= 0. Từ (2.34)
cho y = 0 ta được:

f
(
x2
)
=
[
f (x)

]2
, ∀x ∈ R. (2.39)

Từ (2.39) ta lấy x = 1 được

f (1) = f 2 (1)⇒ f (1) = 1.

Trong (2.34) cho y = 1 ta được:

f
(
x2 + 2

)
=
[
f (x)

]2
+ a = f

(
x2
)
+ a, ∀x ∈ R (2.40)
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Thay x = 0 vào (2.40) ta được a = f(2). Do vậy

a2 = f 2 (2) = f
(
22
)
= f (4) = f

((√
2
)2

+ 2

)
= f (2) + a = 2a.

Do đó, ta phải có a = 2. Khi đó (2.34) trở thành

f
(
x2 + y + f (y)

)
=
[
f (x)

]2
+ 2y, ∀x, y ∈ R. (2.41)

Từ (2.41) lấy y = −
[
f (x)

]2
2

ta được:

f

x2 − [f (x)]2
2

+ f

−[f (x)]2
2


 = 0, ∀x ∈ R.

Vì vậy

x2 −
[
f (x)

]2
2

+ f

−[f (x)]2
2

 = 0, ∀x ∈ R.

Do đó, ta được

f

−[f (x)]2
2

 = −x2 +
[
f (x)

]2
2

, ∀x ∈ R. (2.42)

Từ (2.41) thay y bởi − [f(y)]
2

2
ta được:

f

x2 − [f (y)]2
2

+ f

−[f (y)]2
2


 =

[
f (x)

]2 − [f (y)]2, ∀x, y ∈ R. (2.43)

Từ (2.43) sử dụng (2.42) ta có

f

x2 − [f (y)]2
2

− y2 + f

−[f (y)]2
2


 =

[
f (x)

]2 − [f (y)]2, ∀x, y ∈ R.

Vì vậy, ta được

f
(
x2 − y2

)
= f

(
x2
)
− f

(
y2
)
, ∀x, y ∈ R. (2.44)

Từ (2.44) lấy x = 0 ta được

f
(
−y2

)
= −f

(
y2
)
, ∀y ∈ R,
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Từ đây, ta suy ra
f (t) = −f (−t) , ∀t ≥ 0. (2.45)

Với t < 0 thì −t > 0 , sử dụng (2.45) ta thu được f(−t) = −f(t). Kết hợp với (2.45) ta có

f(−t) = −f(t), ∀t ∈ R,

hay f là hàm số lẻ trên R. Từ đây kết hợp với (2.44) ta được:

f(x+ y) = f(x) + f(y), với x ≥ 0, y ≤ 0 (2.46)

Từ (2.46) cũng có:
f(x+ y) = f(x) + f(y), với x ≤ 0, y ≥ 0. (2.47)

Nếu x > 0 và y > 0 thì

f (x+ y) = f
(
x− (−y)

)
= f (x)− f (−y) = f (x) + f (y) . (2.48)

Nếu x < 0 và y < 0 thì theo (2.48) ta có f(−x− y) = f(−x) + f(−y), suy ra

−f (x+ y) = −f (x)− f (y)⇒ f (x+ y) = f (x) + f (y) với x < 0, y < 0. (2.49)

Từ (2.46), (2.47), (2.48), (2.49) ta được

f (x+ y) = f (x) + f (y) , ∀x, y ∈ R. (2.50)

Sử dụng (2.39) và (2.50) ta có kết quả sau[
f (x+ y)

]2
= f

(
(x+ y)2

)
, ∀x, y ∈ R. (2.51)

Chú ý rằng [
f (x+ y)

]2
=
[
f (x) + f (y)

]2
= f 2 (x) + 2f (x) f (y) + f 2 (y) , ∀x, y ∈ R. (2.52)

và

f
(
(x+ y)2

)
= f

(
x2 + 2xy + y2

)
= f

(
x2
)
+ f (2xy) + f

(
y2
)

= f 2 (x) + 2f (xy) + f 2 (y) , ∀x, y ∈ R. (2.53)

Từ (2.51), (2.52) và (2.53), ta có

f(xy) = f(x)f(y), ∀x, y ∈ R.

Vì f
(
−y2

)
= −f

(
y2
)
, ∀y ∈ R, nên

f (x) ≥ 0, ∀x ∈ R+.

15



Từ đó, với x > y ≥ 0, ta được

f(x)− f(y) = f(x− y) > 0, ∀x > y ≥ 0.

Do f là một hàm lẻ nên điều này chứng tỏ rằng, f là một hàm tăng trên R. Từ tính cộng
tính của hàm số f , ta được

f(x) = ax, ∀x ∈ R.
Kết hợp với tính chất nhân tính của hàm số f , ta thấy rằng

a = 0 hoặc a = 1.

Vì f(1) = 1 nên ta có
f(x) = x, ∀x ∈ R.

Thử lại ta thấy hàm số f(x) = x, ∀x ∈ R thỏa mãn điều kiện của bài toán. Vậy a = 2 là
giá trị cần tìm.

Nhận xét. Chúng ta thấy rằng về mặt ý tưởng xây dựng, kết cấu cũng như hình thức,
thì bài toán số 6 và bài toán số 3 có nhiều nét tương đồng. Đây là một bài toán hay và
khó, để giải quyết được bài toán này, học sinh phải nắm vững các tính chất cơ bản của
hàm số, kết hợp với kinh nghiệm khi sử dụng các phép thế giải quyết các bài toán về

phương trình hàm. Ở chứng minh phần cuối của bài toán, chúng ta sử dụng kết quả tương
đối "kinh điển" sau:

"Nếu hàm số f(x) là cộng tính và đơn điệu trên tập xác định của nó thì khi đó

f(x) = ax, ∀x ∈ R”.

Cách chứng minh kết quả này hoàn toàn tương tự với các bước làm để tìm nghiệm của
phương trình hàm Cauchy vì thế chúng tôi không đưa ra cách chứng minh ở đây và nó là
như là một bài tập dành cho bạn đọc.

Bài toán số 6 thực ra là kết quả tổng quát của bài toán dưới đây, được đăng trong phần
đề ra kì này của tạp chí "The American Mathematical Monthly" năm 2001

"Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn

f
(
x2 + y + f (y)

)
=
[
f (x)

]2
+ 2y,

với mọi x, y thuộc R.
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3. BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài toán 7. (Slovenia National Olympiad 2010). Tìm tất cả các hàm f : [0,+∞)→
[0,+∞) thỏa mãn

(y + 1)f(x+ y) = f(xf(y)), ∀x, y ∈ [0,+∞).

Bài toán 8. (Switzerland Finad Round 2010). Tìm tất cả các hàm số f : R → R
thỏa mãn:

f(f(x)) + f(f(y)) = 2y + f(x− y), ∀x, y ∈ R.
Bài toán 9. (Romania Team Selection Test 2011). Tìm tất cả các hàm f : R→ R
thỏa mãn

2f (x) = f (x+ y) + f (x+ 2y) , ∀x ∈ R, ∀y ≥ 0.

Bài toán 10. (Olympic toán Canada - 2000) Tìm tất cả các hàm số: f : R→ R thỏa
mãn

f
(
(x− y)2

)
= x2 − 2yf (x) +

(
f (y)

)2
, ∀x, y ∈ R.

Bài toán 11. (Poland Second Round - 2012). Tìm tất cả các hàm số thỏa mãn

g(f(x)) = f(g(y)) + x, ∀x, y ∈ R.
Bài toán 12. (Albania Team Selection Test 2013). Tìm tất cả các hàm số f : R→ R
thỏa mãn:

f(x3) + f(y3) = (x+ y)[f(x2) + f(y2)− f(xy)], ∀x, y ∈ R.
Bài toán 13. (IMO 2010). Tìm tất cả các hàm f : R→ R thỏa mãn

f([x]y) = f(x)[f(y)], ∀x, y ∈ R.

Ở đây [a] được ký hiệu là số nguyên lớn nhất nhỏ hơn hoặc bằng a.

Bài toán 14. (Turkey National Olympiad First Round 2012) Tìm tất cả các hàm
số f : R→ R thỏa mãn:

f(x)f(y)f(z) = 12f(xyz)− 16xyz, ∀x, y, z ∈ R.
Bài toán 15. (Estonian 2003 - 2004) Tìm tất cả các hàm số f : (0; +∞)→ (0;+∞)
thỏa mãn:

f(x)f(y) = f(xy) +
1

x
+

1

y
, ∀x, y ∈ (0;+∞).

Bài toán 16. (Japan Mathematical Olympiad Finals - 2012) Tìm tất cả các hàm
số f : R→ R sao cho:

f
(
f (x+ y) f (x− y)

)
= x2 − f (y) , ∀x, y ∈ R.

Bài toán 17. (Macedonia MO - 2011 ) Tìm tất cả các hàm số f : R→ R sao cho:

f
(
x+ yf (x)

)
= f

(
f (x)

)
+ xf (y) , ∀x, y ∈ R.
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