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NGUYEN QUANG TAN Dém bing hai cich- Count in 2 ways

1 Phan mé dau

1.1 Ly do chon dé tai

C6 nhiéu cong cu dé gidi quyét cac bai toan t6 hgp nhu st dung nguyén ly
Drichlet, nguyén ly bao ham loai trir, xay dung cong thic truy hoi, phuong
phéap ham sinh va dém bang hai cach,... Trong cc cong cu d6 thi nhitng bai
toan stt dung tu duy dém bang 2 cach la nhirng bai toan hay gitp rén luyén
va kiém tra dugc kha ning tu duy ctia hoc sinh. Vi n6 1a nhitng bai toan c6
tinh triru tugng va phai biét cach khai thac nhirng gia thiét ctia bai todn ma
nhiéu khi ta khé nhin ra dugc méi lién hé gitra gia thiét hodc gitra gia thiét
va két luan. Hon nita trong nhiéu bai toan ta can st dung bat thic t6 hgp dé
danh gia.

Thuc té vi nhiing ly do trén ma cdc bai toan sit dung cong cu nay xuat hién
nhiéu trong cac ki thi nhu IMO, China MO, Russia MO va ca trong ki thi VMO
nita ma chung t6i sé trich dan dé€ giai minh hoa trong chuyén de nay.

Tuy nhién chua cé nhiéu tai liéu viét vé van dé nay. Vi vay dtc rut tir kinh
nghiém gidng day va tai liéu tham khao ching t6i thuc viét chuyén dé: "Dém
bang 2 cach" dé phuc vu cho viéc bdi dudng hoc sinh gi6i cac cap.

1.2 Muc dich ctia chuyén deé

Chuyén dé "Dém bang 2 cach" nay nham cung cap ro rang co s ly thuyét
va mot hé théng bai tap tir dé dén khoé déu dugc giai bang phuong phéap da
néu nham gitp hoc sinh ndm ving kién thitc va rén luyén tu duy giai toan
cho céc ki thi hoc sinh gio6i cac cap.

Trong chuyén dé nay ching t6i c6 tham khao mot so tai liéu duoc liét ké
va danh sb thtt ty & phan cudi. C6 nhiéu cach trinh bay 15i giai bai todn dém
bang 2 cach nhu cach ding nguyén ly Fubini trong tai liéu [1] hodc dung Ma
trgn lién thudc nhu trong tai liéu [2]. Trong chuyén dé nay ching toi st dung
cach dém cac cip (A, B) hodc bd (A, B,C) mot cach tu nhién theo hai cach
khac nhau (ban chét cing chinh 1a nguyén ly Fubini) nhung trong mot so bai
tap dé 15i giai trd nén r6 rang ching t6i ciing st dung cach trinh bay bang ma
tran lién thudc (Incidence Matrices).
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2 Phan néi dung

2.1 Co sé ly thuyét

Dau tién ta tim hiéu nguyén ly Fubini dugc trinh bay trong tai liéu [1]

2.1.1 Nguyén tac Fubini
Ta dinh nghia A x B= {(a,b) :a € A,b € B}.Cho S C A x B takihiéu:
e Tap cac phan tir ctia S ¢6 thanh phan dau 1a a dugce ki hiéu 1a
S(a,*) = {(a,b)|(a,b) € S}.
e Tap cdc phan tr cia S c6 thanh phan thi hai la b dugc ki hiéu la

S(x,b) ={(a,b)|(a,b) € S}.

Khi d6 ta c6 nguyén ly Fubini nhu sau:
Pinh ly 2.1 (Nguyén ly Fubini). Cho A, B la cdc tdp hitu hanva S C A x B . Khi
do

[SI= 2 1S(a %)= > [S(x, bi)l-

acA beB

Nguyén ly trén thuc té 1a s6 cach dém tap S theo 2 cach khac nhau.

Bén canh cach trinh bay theo nguyén ly Fubini thi ta c6 thé trinh bay veé
dém bang hai cach theo cach str dung Ma tran lién thuéc trong tai liéu [2].

Giast A = {ay,...,am}yvaB={by,..., by}

Xét ma trdn C = (ci]-) veil<i<m,1<j<n.

Vi G = {1 nfu (ai, b]) es

Oneu (a;,b;) ¢ S

00 ---0
10 ---1
C=(10---0
01 --- 1

Goi R; 1a tong ctia dong tht i voi 1 < i < m va C;la tong ctia cO thu j voi
1 < j < n. Thi ta ¢6 dang thuc:

m n
Sl=Y R =3.C;
i=1 j=1
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2.1.2 Bt dang thirc t6 hop

Cho s6 cac sb nguyén duong 4y, ...,a, thdbaman a; + - - - +a, = s. Trong
nhiéu bai toan t6 hgp ta can danh gia biéu thic

Cgl + .4 an
Xét ham s6 f(x) = 2 1a mot ham 161 Va C2 = f(a;).
e Truong hop 1: Néu s chia hét cho 1, 4p dung bat dang thiic Jensen ta c6:

s(s—n)

C2 o+ +Cenf(>)= o

s

n

e Truong hop 2: Gid sit s khong chia hét cho nvatacés = n|S] +r véi
0 < r < n. Ap dung bat dang thitc Karamata ta c6:

G+ C 2 rf () +1) + (n=nf (L))

2.2 Bai tap minh hoa
221 Baitap dém so cap

Bai tap 1. Trong mét iy ban, moi thanh vién thudc dung 3 tiéu ban, mdi tiéu
ban c6 ding 3 thanh vién. Ching minh rang s thanh vién ctia Gy ban bang
s6 tiéu ban.
Loi gidi. Goi s6 thanh vién 1a n va s6 ti€u ban 1a m.

Goi T 1a sb cap (a, B) trong d6 thanh vién a thudc tiéu B. Vi mdi thanh vién
thuoc 3 tiéu ban nén: T = 3n;

Vi méi tiéu ban ¢6 ding 3 thanh vién nén T = 3m;

Vay 3m = 3nnénm = n.
Nhdn xét 2.2. Day 1a bai toan co ban nhat vé dém bang 2 cach, & day la ta dém
cap (a, B) bang hai cach. Tir d6 ta dé dang giai dugc bai toan sau.
Bai tap 2. Trong truong hop cé mot s6 cau lac bo. Biét rﬁng moi cau lac bd c6
duing 30 hoc sinh. Va méi hoc sinh tham gia ding 3 cau lac bd. Biét rang tong
s6 cau lac bo va s6 hoc sinh bf?mg 440. Tim s6 hoc sinh ctia truong.

Loi gidi. Ta dém s6 cap (a, B) ma hoc sinh a thudc cau lac bo B.
Goi m 1a s cau lac bo va n 1a s6 thi sinh.
Ta c6 hé 30m = 3n va m + n = 440. Ta duoc m = 40 va n = 400.
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Bai tap 3 (IMC 2002). C6 200 thi sinh tham gia mdt cudc thi toan hoc. Cac thi
sinh phai giai 6 bai toan. Biét méi bai dugc giai dung bai it nhat 120 thi sinh.
Chiing minh rang c6 hai thi sinh ma méi bai tap dugc giai bdi it nhat mot
trong hai thi sinh.
Loi gidi. Ta dung phan chiing: Vi mdi cdp thi sinh bat ki déu c6 it nhat 1 bai
khong giai dugc bai ca hai thi sinh.

Goi T 1as6bo ({t1,t2}; B) thdéa man thi sinh ¢1, t, cing khong giai dugc bai
tap B.

Ta biét rang méi bai duoc giai bdi it nhat 120 thi sinh, vay s6 thi sinh khong
giai duge mot bai nhé hon hodc bang 80.

Nén T < 6C3, = 18960.

Mat khac hai thi sinh bat ki c6 it nhat mot bai cing khong gidi dugc nén
T > C3y0 = 19900. Mau thuén.

Vay diéu phan chirng 1a sai. Bai toan dugc chiing minh.

Nhdn xét 2.3. Trong 10i gidi trén dé bai chi cho ta c6 mot gia thiét "moi bai
duogc gidi bdi it nhat 120 thi sinh", dé dém bang hai cach ta can 2 gia thiét.
Khi ta phan chiing thi xuat hién gia thiét "hai thi sinh khong cting lam dugc
mot bai" khi d6 c6 du 2 gia thiét va dong thoi xuat hién y tudng dém sb bo
({t1,t2}; B) bang hai cach.

Bai tap 4 (Chon dbi tuyén thi Quéc Gia Khoi chuyén DHSP 2013). Cosd dit
liéu tap chi cta thu vién Quobc Gia c6 dung 2016 loai khac nhau. Thu vién nay
cho phép 2013 thu vién dia phuong két ndi dé c6 thé khai thac co s di liéu
tap chi ctia n6. Biét méi thu vién dia phuong duge phép khai thac it nhat 1008
loai tap chi khac nhau va 2 thu vién dia phuong bat ki c6 tdi da 504 loai tap
chi ma ca 2 thu vién dia phuong dé cung dc phép khai thac. Chiing minh
rang khong c6 qua 1 loai tap chi trong co s& dir liéu ctia thu vién Quéc Gia
ma ca 2013 thu vién dia phuong déu khong thé khai thac dugc.

Loi gidi. Gid st ¢6 2 tap chi ma khong thu vién dia phuong nao cung khai
thac. Nhu vay tap hgp cac tap chi ma cac thu vién cung khai thac la X =
{1,...,2014}. Goi T la s6 b6 ({Ty, T},t) ma hai thu vién Ty, T, ctung khai
thac tap chi ¢.
Vi méi thu vién khai thac chung t6i da 504 tap chinén: T < 504C3;5.
. 2013
Gia st so thu vién cung khai thac tap chi thailaa; thi - a; > 2013.1008.
i=1
014, o 2003.1008(2003.1008 — 2014)

Taco: T = C=
aco 2 Lo = 22014
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2003.1008(2003.1008 — 2014)
2.2014

Bai tap 5 (Chon d6i tuyén HSG QG tinh Pong Thap nam hoc 2013). CLB du
khao c6 n thanh vién. Nam ngoai CLB da t6 chic duoc 6 Chuyén du khao,
moi chuyén c6 5 thanh vién tham dy. Mot thanh vién CLB nhan xét réng hai

Suy ra: 504C3,5 > . Diéu nay vo ly.

chuyén du khao bat ky c6 khong qua hai thanh vién chung. Hoi CLB d6 c6 it
nhat bao nhiéu thanh vién?

Loi gidi. Gia st cau lac bo do6 c6 n thanh vién. Tap hop cac hoc sinh tham gia
chuyén du khéo thi i 1a A;. Ta cé:

i) [Ail=5;

i) [A; N A< 2;

. 6
Gia st thanh vién tha i tham gia a; chuyén du khao ta c6 ‘21 a; = 30.
1=
Goi T 1a s6 bo (Ai, Aj, k) trong do6 thanh vién k tham gia ca hai chuyén du
khao Ai va A]
T — z”: 2 > 15(30—n)
i=1 "

n
Vi hai chuyén du khao bat ki c6 khong qua 2 thanh vién chung nén:

T <2C2 = 30.
15(30—n)
n

Suy ra: <30 < n>10.

2.2.2 Bai tip dém s6 bo ba

Bai tap 6. Trong mot truong hoc c6 m 16p véi m > 10, tong sb hoc sinh 1a 7.
Voi n < 465, cac 10p duogc danh s6 tur 1 téi m, biét rﬁng moi hoc sinh & lop 1
quen j hoc sinh & 16p thit j. Tim gid tri 16n nhat cta n.

Loi gidi. Gia st 16p thit i c6 k; hoc sinh. Tir quan hé quen biét ta c6: k;.j = kj.i
ki

nén - =t voi moi i.
Viki+: - +ky =n < 465nén (1 +---+m) < 465 mam > 10 nén
t1011 = 55,

Suy ra 55¢ < 465 nén n < 8. Vay 1 16n nhét bang 8.

Bai tap 7 (Hong Kong TST 2003). C6 15 hoc sinh tham gia mot khéa hoc. Biét
rang mdi ngay, c6 3 hoc sinh phai truc vé sinh cho 16p va sau khi két thiic khéa
hoc thi ctr 2 hoc sinh bat ki déu tham gia truc chung dung 1 1an. Tinh s6 ngay
khéa hoc dién ra.
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Loi gidi. Gia stit khoa hoc c6 m ngay. Ta goi S 1a sd bo (x, y, z) trong d6 hai hoc
sinh x, y cung tham gia truc nhat vao ngay thu z cta khoa hoc.

Vi 2 hoc sinh bat ky déu tham gia truc nhat chung ding mot lan nén S =
C%5 = 105. Mat khac moéi ngay ¢ 3 hoc sinh tham gia truc nhat nén S =
mC3 = 3m.

Vay m = 13° = 35.

Bai tap 8 (IMO 1989). Cho 1 va k la cac s6 nguyén duong ma ton tai mot tap
T c6 n diém trong mat phang sao cho

i) Khong c6 3 diém nao thang hang;
ii) VP € T c6 it nhat k diém thudc T ma cach déu P.

Chting minh rang k < ; +V2n.

Loi gidi. Goi S la s6 cacbd 3 diém ({A, B}, C) ma A, B cach déu C.

Trudc hét ta dém theo { A, B}: V6i mdi cap diém {A, B} thi cac diém cach
déu A va B nam trén trung truc ctia doan AB. Ma khong c6 3 diém nao thang
hang trong T nén ta c6 chi c6 tdi da 2 diém C. Vay S < 2C2.

Ta dém theo C: V6i mdi diém C c6 it nhat k diém trong T cach déu C nén
s6 cap {A, B} itnhatla CZ. Do d6 S > nC2.

1
Suy ra 2C,% > nC,%. Tudotaco: k < 5 + +/2n.

Bai tap 9. Cho X la mét tap httu han véi | X|=nva Ay, Ay, ..., A la cac tap
con ctia X ¢6 ding 3 phan tir théa man |A; N Aj|< 1 Vi # j. Chitng minh rang
ton tai mot tdp con A C X véi it nhat [v/2n] phan tir ma khong chira bt ki tap
A; (1 <i < m)nao.
Loi gidi. Gid st A C X 1a mot tap con v6i s6 phan tir 16n nhat 1a k ma khong
chira bat ki tap A; (1 <i < m) nao.

Goi S1as6bo ({a,b},c) thbaman c ¢ A va {a,b} 1a tdp con ctia mot trong
mot tap Ay, ..., Ap.

Ta dém theo c: V&i mbi ¢ ¢ A do tinh cuc dai cia A thi sé ton tai A; C
AU{c} khidé chon {a,b} = A;\{c}.

Do vay S > n — k.

Ta dém theo {a,b}:Do [A; N Aj|< 1 Vi # jnén véi méi {a,b} C A ton tai
nhiéu nhat mot A; D {a,b}, khi d6 ta chon ¢ = Aj\{a,b}. Dod6 S < Cf.

Suyran—k > C?hay k> + k > 2nnénk > —% + 2/1+8n.

Tir d6 ta cé: k > |v/2n].
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Bai tap 10 (APMO 2006). Trong mot rap xiéc, c6 n chi hé dugc trang diém
bang mot s6 trong téng cong 12 mau son. Biét rang mbi chd hé phai st dung
it nhat 5 mau. Ngoai ra, mdi mau dugc st dung bdi khong qua 20 chu he.
Chting minh rang n < 48.

Loi gidi. Goi s6 chu hé stt dung mauson thiwilaa; <20.Tacd T = Z}il a; >
5n. Goi S 1as6 bo (x,y, m) trong d6 hai cht hé x, y ciing st dung mau son thi
m. "

Tacé S — 1-21 2 > T(T-12) -, 5n(51-12)

= 7212
Vi méi mau son duge stt dung béi khong qua 20 chu hé, S < 12C2, = 2280.
Ta c6 phuong trinh 5"(5;74_12) <2280 = n < 48.

Bai tap 11 (China MO 1996). C6 8 ca si tham gia mét chuong trinh van nghé
vGi tong cong m budi hoa nhac. Trong moi budi hoa nhac, c6 4 ca si tham gia
va s6 1an tham gia ctila mdi cdp ca si 1a nhu nhau va bang n.

Tim gid tri nhd nhat ctia m.

Loi gidi. Ta goi S 1a s6 bd (A, b, ¢) trong d6 ca si b, ¢ cing tham gia budi hoa
nhac A.

Vi hai ca si bat ki ciing tham gia biéu dién n budi nén S = nC3.

Mat khac c6 m budi biéu dién va mdi bubi c¢6 ding 4 ca si tham gia nén
S =mC;3.

Do vay nC3 = mC3 hay 14n = 3m. Suy ra 14 | m nén m > 14. Gia tri nhé
nhat cta m la 14.

Duéi day 1a mot sach sap xép nhu vay
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N Castl o 1 2 | 3|4 | 5|6 |7 | 8
Buoi
1 X X
2 X X
3 X X
4 X X
5
6 X X X X
7 X
8 X X X X
9 X X
10 X X X X
11 X X
12 X X X
13 X X
14 X X X

Bai tap 12 (VMO 2005). Cho bat giac 10i A1A;...Ag ma khong c6 ba dudng
chéo nao dong quy. Giao ctia hai duong chéo tiy y dugc goi la mot “nat”. Xét
tat ca cac ti giac 16i dugce tao thanh bdi bon dinh ctia bat gidc da cho va cac ti
giac do6 duge goi 1a “t gidc con”. Hay xac dinh s6 nguyén duong n nho nhat
sao cho c6 thé to6 mau n nut dé véi moii # kvaik € {1,2,...,8} thi cac sb
s(i, k) bang nhau, trong d6 s(i, k) ky hiéu sb tit gidc con nhan A;, Ax lam dinh
va giao cta hai duong chéo la mot nat dugce td6 mau.

Loi gidi. Bai toan nay chinh 1a bai toan China MO 1996. That vy néu ta coi
cac dinh ctia da gidc 1a cac ca si. M6i mot nut duge t6 mau la 1a mot budi biéu
dién. Khi d6 sb s(i, k) chinh la s6 budi biéu dién ma ca si A;, Ay cing tham
gia.

Bai tap 13 (Chon doi tuyén PTNK 2014). Cho tap hgp X = {1,2,3,...,19} va
xét mot ho Q gdm k tap con ¢ 7 phan tir ctia X. Mot tap hgp A C X duge goi
la “tap me” ctia ho Q néu nhu A c6 8 phan tir va ton tai mot tap hgp B € Q
sao cho B C A. Goi d 1a s6 tat ca cac tap me ctia Q. Ching minh rang d > Sk.

Loi gidi. Goi S 1a sdbo (B, A) sao cho B thudc ho Q va A la me ctia B.
Vi mot tap B thi c6 7 phan ti, vy A mudn 1a me cta B thi A phai bd sung
thém mot trong 12 phén tr con lai. Tire la moi tap B sé ¢6 12 tap me. S = k.12
MJi tap A c6 8 tap con c6 7 phan tif nén méi tdp me A cé nhiéu nhat 8 tap
con B.Taco S < 8d.
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Suy ra: 12k < 8d. Vay d > 3k.

Bai tap 14 (Russia 1996). J mot thanh phd no, ¢6 1600 dai biéu tham gia vao
16000 Gy ban va méi tiy ban c6 ding 80 ngudi tham gia. Chiing minh rang c6
2 iy ban nao d6 c6 it nhat 4 dai biéu tham gia chung.

Loi gidi. Goi a; 1a s6 Gty ban ma dai biéu thit i tham gia. Ta goi T 1as6 b6 (x,Y)
ma dai biéu x tham gia iy ban Y.

Trudc hét ta’dém theo Y thi T 30%6000.80.

Bay gio ta dem theo x thi T = i; a;.

1600
Suy ra ‘21 a; = 16000.80.
1=
Ta chitng minh bang phan chiing, gia st 2 iy ban bat ki c¢6 khong qua 3 dai
biéu chung.
Ta goi S 1la s0 bo (x, V,U) trong d6 dai biéu x cing tham gia ca 2 iy ban U
vaV.Tacé S < 3C%,00-
) 1600 _
Bay gio ta dém theo x thi S = . C2 > T(;rlig&(m)
i=1 ‘
Tir d6 ta rit ra diéu vo ly.

Bai tap 15 (Bulgari MO 2006). Mot qudc gia c6 16 thanh phd va c6 36 tuyén
bay nbi gitra ching (chuyén bay & day la hai chiéu). Chitng minh rang ta c6
thé t6 chitc mot chuyén bay vong quanh gitra 4 thanh phé nao dé.

Loi gidi. Ta chiing minh bang phan chiing. Gia st vdi 2 san bay A, B bat ki ¢6
khong qua mot thanh phd C c6 thé bay dén ca A va B.

Goi T1as6bd (A, B,C) ma ca A, B cing bay dugc dén C.

Taco T < C3, = 120.

Gia st thanh ph thit i c6 thé bay dén dugc a; thanh phé khac. Thi .1;%1 a; =
72. . -

Khidé: 3. CF > 27 > 120. Vo y.

Nhén xét 2.4. Day la mot bai toan hay, d6i tugng ma ta can dém xuat hién sau
khi chiing phat biéu gia thiét phan chiing.

Bai tap 16 (Chon d6i tuyén Binh Thuan). Trong mot hoi nghi c6 155 dai biéu
tham dy va c6 2015 cip dai biéu quen biét nhau. Chitng minh rang c6 thé chon
ra 4 dai biéu dé xép 1én mot ban tron sao cho hai dai biéu ngoi canh nhau thi
c6 quen biét nhau.

Loi gidi. Bai nay cach giai hoan toan giéng bai Bulgari MO 2006.

10
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Bai tap 17. Trong mot truong ¢6 1001 hoc sinh tham gia vao mot sO cau lac
b0, cac cau lac bd hgp v6i nhau dé t6 chitc m hoat dong xa hoi (mot hoat dong
c6 thé dugc t6 chitc bdi mot hodc nhiéu cau lac bo). Biét rang

i) M6i cau lac bd déu c6 1é thanh vién va néu cau lac bd c6 k thanh vién thi
no t6 chic k_Tl hoat dong xa hoi;

ii) V6i méi hoc sinh bat ki va mot hoat dong bat ki thi c6 dung moét cau lac
bo vira t6 chirc hoat dong xa hdi d6 va nhan hoc sinh d6 1a thanh vién;
iii) Hai hoc sinh bat ki tham gia diing mot cau lac bo;
Tim m.
Loi gidi.
Goi S 1a s6 bo (t,C, H) ma hoc sinh # tham gia cau lac bo C va cau lac bo C
t6 chitc hoat dong H. Vi vdi moi cap t va H chi ton tai duy nhat mot C nén
S =1001m.
Néu mot cau lac bo ¢6 k thanh vién thi né t6 chic k_Tl Gia st co n cau lac
o k=1

bd va cau lac bd thir i c6 k; thanh vien thi S = 3 k=5
i=1

noj2_k.
Suy ra '21 Ly~ = 1001m.
1=
Goi T 1a s6 bd (a,b,C) 1a hai hoc sinh 4, b cing tham gia cau lac bo C. Vi
hai hoc sinh bat ki chi tham gia diing mét cau lacbo nén T = C3;;.
Mt khac cau lac bo thit i ¢6 k; thanh vién nén T = 'il C2.
i= i

K2—k;

n
— 2
Suy ra 121 = C{oo1-

Vay 10001m = C2,0; nén m = 500.

Bai tap 18. Mot truong ¢ n hoc sinh va m cau lac bd. Mdi cau lac bd 6 it
nhéat 2 thanh vién. Néu 2 cau lac bd ¢6 nhiéu hon mot thanh vién chung thi sO
thanh vién cua 2 cau lac bo khac nhau.

.
@/
i

a) Goi a;1a s6 cau lac bd c6 i thanh vién. Chung minh a; <
b) Ching minh m <n —1;
Loi gidi.

a) Ta goi S 1a s6 bo (x,y, C) ma hai hoc sinh x, y cing tham gia CLB C c6
i thanh vién. Trudc hét ta dém theo x va y. Vi 2 cau lac bd ¢6 cting hai thanh

11
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vién x,y chung thi s6 thanh vién ctia 2 cau lac bd khac nhau nén cé nhiéu
nhat mot cau lac bo ¢é i thanh vién va chia x, Y.

Suyra S < C%.

Bay gio ta dém theo C, s6 cau lac bd cé i thanh vién 1a a; nén s cach chon C
1a a;. V6i mbi cau lac bo ¢6 i thanh vién s s6 cach chon x, y 1a CZ-2 nén S = aiCiZ
suy ra 4;C? < C2.

A c2
V@Yaiﬁcfiz-
b) Ta co

n n C2 " n(n—1)

m=> a;<> —0 = —
I:Z:ZZ IZ:ZCzZ 1:2221(1_1)
1 1 1
:n(n—l)z<1_1—i>:n(n—1)<1—):(n—l)z

Bai tap 19. Cho 6 diém nam trong mit phang va khong cé ba diém nao thang
hang. Méi canh nbi hai diém dugc t6 bdi hai mau xanh/dé. Héi c6 it nhat bao
nhiéu tam gidc dugc t6 cung mau?

Loi gidi. Goi S1asdbo (A, B,C) sao cho canh AB, AC dugc t6 cing mau.

Gia st s6 tam giac duge t6 cing mau la 7 thi s6 tam giac duge to khong
cing maula C3 —n =20 —n.

V&i méi tam gidc ciing mau s6 bo (A, B, C) 1a 3.

V&i méi tam gidc khong duoc t6 cing mau thisé bo (A, B,C) 1a 1.

Vay S = 3n +20 —n = 20 + 2n.

V6i moi dinh C 1a goi a 1a s6 canh mau dé nhan C lam dau mut va a, 1a s6
canh mau xanh nhan C lam dau mat. Ta cé a; +a, = 5.

VaCl +C3 >C3+C3=4nénS > 6.4 =24

Suyra20+2n > 24nénn > 2.

Bai tap 20 (Ukraina TST 2013). Cho da giac 16i 6 17 dinh A1A»As... Ay va
v6i hai dinh A;, A; bat ky trong so C;éi dinh cﬁ_af[a gidc, ta dinh hudng cho
doan théng ndi ching dé c6 vecto: A;A jhodc A;A;. Sau khi thuc hién v6i moi
cdp dinh, goi S 1a sb tam gidc c6 tong cac vecto dat trén 3 canh la 0. Tim
GTNN va GTLN cua S.
Loi gidi. Goi s6 tam gidc c6 tong cac vector trén 3 canh bang 0 lan.

Ta @)i S 1a s bd 3 diém (A, B, C) trong 17 dinh ma c6 hai vector R, l%
hoac CA, C? tuc la vdi voi cac vector dat trén hai canh AC, BC thi C cung la
diém dau hodc cting 1a diém cubi.

12
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Vi moi tam gidc ma tSng cac vector dat trén cac canh béng 6) thi s6 bd
nhu trén bfmg 0. .

V6i mdi tam giac ma téng cac vector dit trén cac canh khac 0 thi s6 bo
nhu trén bang 2.

Vay S = 2(C3, — n) = 1360 — 2n.

V6i mbi diém A, ta goi d; 1a s6 vector nhan A; 1a diém dau va c; 1a s6 vector
nhan A; 1a diém cubi.

Tac6d; +c; = 16 va C2 + C3 > 10572 — 56,

Nén S > 56.17 = 952.

Suy ra 1360 — 2n > 952 = n < 204

Bai tap 21 (China MO 2007). Trong mét truong THPT, ¢6 2007 hoc sinh nam
va 2007 hoc sinh nt. M6i hoc sinh tham gia khong quéa 100 CLB & truong. Biét
rang hai hoc sinh bat ky khac gidi tinh déu c6 tham gia it nhat 1 CLB chung
nao dé. Ching minh rang c¢6 1 CLB ma c6 it nhat 11 thanh vién nam va 11
thanh vién nu.

Loi gidi. Ta chiing minh bang phan chiing, gia st mdi cau lac by déu c6 nhiéu
nhat 10 hoc sinh nam hoéc nhiéu nhat 10 hoc sinh ni. Goi S 1a s6 bo (A, B, C)
ma hoc sinh nam A va hoc sinh ntt B tham gia cau lac bo C.

Vi méi hoc sinh nam va hoc sinh ntr bat ki tham gia it nhat mot cau lac bo
nén S > 20077,

Ta chia cac cau lac bo thanh 2 truong hop.

TH1: Cau lac bo ¢6 khong qua 10 nam. S6 hoc sinh ntr 1a 2007 va mbi
hoc sinh tham gia khong qua mot cau lac bd nén sb cdp (B, C) trong trudong
hgp nay khong vugt qua: 2007.100 vi thé s6 bd (A, B, C) khong vugt qua
10.2007.100.

TH2: Cau lac b6 ¢6 khong qua 10 ni. S6 bo (A, B, C) trong truong hop nay
khong qua 2007.10.100.

Suy ra: S < 2.2007.10.100 = 2000.2007.

Vi vay 20072 < 2000.2007. V6 ly.

Bai tap 22 (Trudong Xuan 2013). C6 gido co tat cd X vién keo gom 11 loai keo
khéc nhau. C6 chia cho cac hoc sinh ctia minh médi ngudi mot s6 vién keo va
khong c6 hoc sinh nao nhan nhiéu hon mét vién keo & cung mot loai keo. Co
yéu cau hai hoc sinh khac nhau bat ki so sanh cac vién keo minh nhan dugc
va viét s6 loai keo ma ca hai ciing c6 1én bang. Biét rang méi cip bat ki déu
dugc 1én bang dung mot lan. Goi tong cac s6 duge viét 1én bang la M. Xac
dinh gia tri nh6 nhat cta M.

13
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a) Khi X = 2013;
b) Khi X = 2017;

Loi gidi.  Ta danh s6 cac loai keo tir 1 dén 11 gia st s6 vién keo loai i 1a a;. Ta
co Z}il a; = X.Ta théy M = Z}i1 Cgl,
a) Khi X = 2013 ta ¢6 11 | 2013.
Ta thay M > 213203-11) _ 183183 Ping thitc xdy ra khi a; = 2013 — 183
b) Khi X = 2017 ta ¢6 2017 = 11.183 + 4 nén
M > 7C3g, + 4C3g, = 183915.

Bai tap 23 (IMO 1998). Trong mot cudc thi c6 a thi sinh va b gidm khao, trong
d6 b > 3 1a mot s6 nguyén 1é. Mdi gidm khao danh gia mot thi sinh 1a "dat"
hodc "trugt". Gia st k 1a mot s6 sao cho, véi 2 giam khao bat ki, danh gia cta
ho la nhu nhau v6i nhiéu nhét k thi sinh. Chirng minh rang

SRS

>b—1
- 2b

Loi gidi. Goi T1asdbo ({g1,82},s) trong d6 giam khao g1 va g, c6 cing danh
gid vdi thi sinh s.

Vi hai giam khao bat ki ¢6 cting danh gia vdi nhiéu nhat k thi sinh nén
T < kCz.

V&i mot thi sinh s bat ki, gid st ¢6 p giam khao danh gia "dat" va g giam
khao danh gia "trugt". Ta c6 p + g = b va s6 cdp gidm khao c6 ciing danh gia
voi s la:

oL PrPop—q Uy 1)
P 1 2 - 2 4

Bai tap 24 (China TST 1992). C6 16 hoc sinh tham gia mot cudc thi c6 n cau
hoi va méi cau héi ¢6 4 lya chon. Biét rang 2 hoc sinh bat ki c6 khong qua 1
cau tra 15i chung cho tt ca cac cau hoi. Tim gia tri 16n nhat cia n.
Loi gidi. Goi S 1a s6 bod ({h1,ha},c) ma 2 hoc sinh hy va hy ¢6 ciing cau tra 1oi
v6i cau hdi c.

Vi 2 hoc sinh ¢6 khong c6 qua mot cau tra 10i chung cho céc cac cau hoi nén
S < C3, = 120.

V&i mdi cau hoi ¢ c6 bén phuong an tra 10, goi s6 thi sinh chon phuong an

4
thaila a;. Ta co 21:611' = 16.
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Khi d6 sb cap thi sinh {/7, h;} ma c6 cting cau tra 16i cho cau hoi ¢ 1a:

16(16 — 4)

=24
24

Ca, +Ca, +Co +Ci, >
Ta co: S > 24n.
Suy ra 24n < 120 hay n < 5.

Bai tap 25. Mot CLB c¢6 n thanh vién va ho da tham gia vao 12 budi chuyén
dé, mbi budi c6 24 thanh vién tham gia. Biét rang hai thanh vién bat ky tham
gia chung khong qua mot budi.

a) Tim gia tri nhé nhat cda n;

b) Cau hoi tuong tu néu c6 10 budi chuyén dé va médi budi c6 7 thanh vién
tham gia.

Loi gidi.

a) Trudc hét ta chuyén déi gid thiét ctia bai toan "hai thanh vién bat ky
tham gia chung khong qua mot budi” thanh "hai budi bat ki ¢6 khong qua
mot thanh vién chung'.

Ta déanh sb cac thanh vién tir 1 dén n. Goi a; s6 budi chuyén dé ma thanh
vién thit i tham gia thi ié a; = 12.24 = 288.

Goi T 1a s6 bo (a, B,C) ma thanh vién a tham gia vao ca 2 bubi chuyén de
B,C. Vihai buéi bat ki c6 khong qua mot thanh vién chung nén T < C2, = 66.
Tac6 T = Z Ca > 7288(2288_”).

Suy ra: 66 > w .Dan dén n > 198.

Ta thay %ggj = 1 nén cac sb a; chi nhan gia tri bé“mg 1 hoac 2.

Gia st c6 k s6 a; bang 1 khi d6 T = k suy ra k < 66.

Suy ra: 288 = 2k+ (n — k) = n+k < n+66. Vay n = 222 1a gia tri nho
nhat.

Khi d6 ta c6 66 s6 a; bang 2 va 156 s6 a; bang 1.

b) ,ﬁl a; = 10.7 = 70.

i=

Goi T 1a s6 bo (a, B,C) ma thanh vién a tham gia vao ca 2 bubi chuyén de

B, C. Vi hai buéi bt ki c6 khong qua mét thanh vién chung nén T < C3, = 45.

. n 70(70—
Taco T = ‘Z C2. > %

Suy ra: 45 > 70(70 ") Dén dénn > 31.

Tathdy [§0]| = 2nen cac s6 a; chi nhan gia tri bang 2 hoic 3.
GlasucoksoazbangBkhldoT:n—k—|—3k:n—|—2ksuyran—|—2k§45.
Suyra:70 =3k +2(n—k) =2n+k=3+5+k <3+ 2. Vayn > 32.
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Vay gia tri nho nhat cta n 1a 32. Khi d6 ta ¢6 k = 6 s6 a; bang 3 va 26 s6 a;
bang 2.

Bai tap 26. Trén mat phang cho tp hop A gdm 66 diém phan biét va tap hop
B gom 16 duong thang phan biét. Goi m 1a s6 bo (a,b) sao choa € A,b €
B,a € b. Chiing minh rang m < 159.
Loi gidi. DE m dat gia tri 16n nhat thi tat cd diém ctua A phai thudc vao cac
duong thfang cta B. Ta dit tén cac diém 1a Ay, ..., Ags. Goi s duong théng

. 16
trong tap B di qua diém A;laa;. Tacod Y =m.

i=1

Goi T 1as6 bo (X, di,dj) ma X € A la giao diém cua d; va dj va d;, z;lj € B.
Ro rang T < C3, = 8.15 = 120.

Lo 66 _
Mat khac T = py Ca > m(’;6666).

Ta c6: 120 > ™1=68) Suy ram < 163.

Ta c6 | % | < 2nén ta du doén gia tri nho nhat ctia m ra khi 4; nhan cac gia
tri la 2 hoac 3.

Gia st c6 k gid tri a; bang 3 thi m = 3k + 2(66 — k) = 132 + k.

Va T = 3k + (66 — k) = 66 + 2k = 2(k + 132) — 198 = 2m — 198.

Suy ra: 2m — 198 < 120 nén m < 159.

Déng thirc xay ra khi c6 27 s6 a; nhan gia tri bang 3 va 39 s6 4; nhan gid tri

bang 2.

Nhin xét 2.5. Bai todn nay thuc té giéng bai todn trén vi cé mot tinh chit ma
ngudi giai bai toan phai ti nhan thay 1a "hai duong thang phan biét c6 khong
qué mot diém chung".

Bai tap 27 (IMO Shortlist 1995). Mot cudc hop c6 12k ngudi va mdi nguoi bat
tay v6i ding 3k + 6 ngudi con lai. Biét rang vdi moi cach chon cap hai nguoi,
s6 ngudi bat tay voi ca hai la nhu nhau. Tinh s6 ngudi trong cudc hop.

Loi gidi. Goi S 1a s bo (a,b, c) ma a bt tay véi ca b, c.

Néu ta dém theo a thi S = 12kC3, 16 V01 2 ngudi bat ki, thi s6 nguoi bat tay
véi ca 2 nguoi khong déi, ta dat bang m.

Néu ta dém theo (b, ¢) thi S = mC2,,.

_ 3(k+2)(3k+5) _ A3k2+11k+10
Suyram = =" = 35451 €2

Gidi phuong trinh nghiém nguyén ta dugc k =3 vam = 6.

Vay cudc hop c6 36 nguoi.
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Bai tap 28. Cho s6 nguyén t6 p. Trén ban cd hinh vuéng c6 canh p? + p + 1,
tim s6 16n nhat cac 6 ¢6 thé t6 mau sao cho khong ton tai hinh chit nhat c6 4
dinh cing mau va cac canh song song v6i cac canh cua hinh chir nhat.
Loi gidi. Gia st ta t6 mau n 0.

Goi S1as6 bd (c, cj, hx) trong d6 cac ¢t ¢; va c; va giao v6i hang i tai hai
0 dugc to6 mau.

Dé khong xuét hién hinh chit nhat nao c6 bén dinh duoc t6 mau thi voi

moi hai cot ¢; va ¢ j thico nhiéu nhat mot hang i nén S < C2

2 .
p=+p+1
V6i moi hang, ta gia s so 6 dugc t6 mau trén hang do 1a a; thi
p*+p+a
a; —=n
i=1
2
pet+p+1 2
34 G — 2 5 n(n=p=—p-1)
Khido S El 5 2 (i)
2 n(n—p’>—p-1)
SuyraCoy by 2 D)

Tir d6 ta thu duge n < (p+1)(p* +p+1).

Dang thtic xay ra khi méi hang c6 p + 1 6 dugc t6 mau va trén 2 cot bat ki
chi c6 2 6 ndm trén cting mot hang dugc t6 mau.

Viéc chi ra mot cach mot cach t6 mau thoa man déng thuc xin danh lai cho
ngudi doc chuyén dé nay.

2.2.3 Ma tran lién thudc

Ma tran lién thudc chi 1a hinh thic trinh bay 16i giai cho cac bai toan dém
bang 2 cach, ta c6 thé trinh bay 16i gidi dudi dang ngdn ngit tap hop. Tuy nhién
trong nhiéu bai cach trinh bay bang ma ma trdn lién thudc (Incidence Matrices)
rat thuan tién.

Bai tap 29 (Iran 1999). Gia st C1,Cp,...,C,  (n > 2) la cac duong tron ban
kinh 1. Khong c6 2 duong tron nao tiép xtc. Bat ki mot dudng tron nao ciing
cat it nhat mot duong tron khac. Gia st S la tap hgp cac diém thudc it nhat 2
duong tron (tap cac giao diém). Chitng minh rang |S|> n.
Loi gidi. Goi tap cac duong tron la 7 Gia st |S|=s.

V6i moi cap (d,C;) mad € S va dudng tron C; di qua d.

Ta goi x(d, C;) 1a s6 duong tron di qua diém d.

Va y(d, C;) 1a s6 diém ma duong tron C; di qua.

V6i diém d gia st 6 mot dudng tron C; nita di qua diém d thi duong tron
Cjva C; cat nhau tai mot diém d’ nira khéc d.

Suy ra x(d, C;) < y(d,C;j).
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Vivay taco:s = L > 1Ly
& edter FAC) = yedecr YOG
deC deC

Bai tap 30. Cho Sy, Sy, ..., Sm 1a cac tap con phan biét caa tap {1,2,...,n}
sao cho [S; N Sj|=1v6imoii # j. Chung minh rang m < n.
Loi gidi. Ta phan chung gid s m > n.
Ta thay cac tap S; déu phai khac rdng va ta chi can xét vdi m > 2.
Loi giadi nay sé dugc chung tdi trinh bay thong qua Ma tran lién thudc .
Trude hét ta lap mot bang 6 vudng gom m dong, dong thit i sé ing vdi tap
S; van cot, cot thit j sé iing véi phan ti j trong tap {1,2,...,n}. O §vi tri giao
clia cOt thit j va dong thit i sé duoc dién vao gia tri a; j- Trong do

1néuj€5i
a..: .
l Onéuj¢s;

Béy gio ta xét truong hop a;; = 0. Néu trén cot j c6 mot s6 1 gla stlaag =1
thi |Sx N S;|= 1 nén trén dong i cling c6 mdt s6 1. Va ta thly rang quy tac nay
1a mot don anh. Do d6, ta goi R; 1a tong cac s6 trén dong thi i va C; jla tong
cac s trén cot thit j thi C i <Ri.

. G R
_C, _ R i
Suyram—C;>n—R;va T=of < =R
Goi M 1a tong cac so trén bang. Thi

S C= 3 m-C) T =3 (1 ay) ]
M=YCi=Y (n-C; — 1—a -
=1 ! =1 ] m—C] =1 i=1 g Wl—C]
homn (1—611")C nomn (1 ﬂij)Rz m R; h
=22 <y Y =2 (> (1 —aij))
imimn m—G == "R imn—Ri'i3 !
:Z (”—Rz)_sz_M

Volynénm < n.

2.24 Lua chon gitta dém bang hai cach va nguyén ly Drichlet

C6 nhiéu bai toan ma cach phét biéu véi gid thuyét khién ching ta lién
tudng ngay dén phuong phap dém bang 2 cach nhung nhiéu khi lai khong
gidi quyét ngay dugc ma phai stt dung dén nguyén ly Drichlet.
Bai tap 31 (Chon DT Luong Thé Vinh, Dong Nai). Trong mét thu vién ngudi
ta quan séat thdy dugc:
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i) Mo6i ngay c6 5 nguoi doc sach.
ii) Hai ngay bat ki thi s6 nguoi doc sach 1a 9.

Hay tinh xem trong 1 thang c6 bao nhiéu ngudi dén doc sach. Biét thang do
co 30 ngay.

Loi gidi. Gia st ¢6 n ngudi dén doc sach. Goi tap hgp nhitng nguoi tham gia
doc sach ngay thirila A;.

Gia st Ay = {by,...,bs}. Mbi phan tit ctia A1 nay phai thudc vao cac tap
tir Ay, ..., Azo. Goi by 1a ngudi tham gia nhiéu ngay doc sach nhat thi theo
nguyén ly Drichlet thi by > 6.

Gia st by tham gia doc sach vao cach ngay A;, ..., A; véim > 6.

Gia Ay khong chira by. Do |B|= 5 nén ton tai hai tap A; va Ajma Al-]. NB =
Aih M B. Mat khac ‘Ai]- N Aih‘: 1 nén Ai]- N Aih =a1. Vo ly.

Suyraa; € Ay V1 <k <30.

Vay s6 ngudi tham gia doc sach la n = 30.4 + 1 = 121.

Bai tap 32 (Chon doi tuyén Viét Nam 2014). Trong mot ky thi c6 100 thi sinh
va 24 vi giam khao. Moi thi sinh dugc hoi bdi ding 10 gidam khao. Chung
minh rang c6 7 giam khdo ma méi thi sinh déu dugc hdi bai it nhat mot trong
s6 ho.
Loi gidi. Ta chiing minh bang phan chitng. Gié st véi 7 giam khao bat ky luon
ton tai mot thi sinh khong duge hoi béi ca 7 giam khao dé. Goi S 1a s6 bo
({a1,...,a7},h) ma h khong dugc hoi bdi ca 7 giam thiaq, ..., ay.

Taco S > C3,.

V&i mdi thi sinh thi c6 14 giam khao khong hoi thi sinh d6. Nén S = 100C7,.

Suy ra C3, > 100C7,. Diéu nay vo ly.

Tat nhién bai tap nay c6 thé giai bang cach str dung nguyén ly Drichlet.

2.3 Bai tap tu luyén

Bai tap 33 (IMO 2001). Hai muoi mét c6 gai va 21 chang trai da tham gia vao
mot cudc thi toan hoc. Cho biét réng

i) mdi thi sinh gidi quyét nhiéu nhat 1a sau bai toan, va
ii) vGi moi cap ctia mot ¢d gai va mot chang trai, ¢ it nhat mot bai da dugce

gidi quyét bdi ca co gai va chang trai.
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Chting minh rang c6 mot bai dugc giai bdi it nhat 1a ba co gai va it nhat 1a ba

chang trai.

Bai tap 34 (IMO 2005). Trong mot cudc thi toan hoc c6 6 bai toan dugc dua ra
< \ 2

cho cac thi sinh. Moi cdp bai tap duoc gidi boi nhiéu hon 5 s0 thi sinh. Khong

c6 thi sinh nao gidi dugc ca 6 bai. Chiing minh rang c6 it nhat 2 thi sinh ma

moi nguoi gidi duge dung 5 bai.

Bai tap 35 (IMO 1987). Cho p (k) 1a s6 hoan vi cda tap {1,2,...,n} (n > 1)

c6 dung k diém c6 dinh. Chitng minh rang

zn: k.pn(k) = n!
k=1

Bai tap 36. Cho S la moét tap vdi |S|= n. Gia Sq,...,Sm la cac tdp con cta S
saocho S; ¢ S; Vi # j. Ching minh rang m < Cr[lj]

Bai tap 37. Cho cac tap hop Si,..., Sy, mbi tap c¢6 3 phan tir. Va S = S; U
SoU...US,,. Thoa man:

ii) Vx,y € S, x # y thi ton tai mot tap S; ma x,y € S;.
Chiing minh rang: |S|=7vaho Sy, ..., Sy, ton tai.

Bai tap 38 (*China TST 1990). Cho 7 diém trén mat phang va ta vé cac dudong
tron qua dung 4 diém nao d6 trong s6 chung. Tinh s6 dudng tron 16n nhat cé
thé co.

3 Phan két luan

Chuyén dé dém bang hai cach nay la mot phan quan trong trong ndi dung
t6 hop ma tac gia da giang cho doi tuyén hoc sinh ctia truong va ctia tinh. Thyc
té cho thay viéc day cho hoc sinh phuong phap dém bang hai cach trong gidi
toan t6 hop 1a mot cdch hiru hiéu dé nang cao tu duy cho cdc em hoc sinh. Tir
nhing bai tap don gidn dém sb cdp, sd bo ba cho dén nhitng bai tap phai s
dung bat déng thic vé to hop hoac nhiing bai sit dung Ma tran lién thudc da
gitp rén luyén kha nang giai toan cap do don gian dén phtic tap, lam cho céc
em hoc sinh khong nhirng nang cao kha nang cta ban than ma con yéu thich
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cac bai toan vé t6 hgp - mot diéu can thiét khi hoc nodi dung t6 hgp. Hy vong
chuyén dé sé giup ich cho cdc ban dong nghiép dang lam cting cong viéc vdi
toi.

21



NGUYEN QUANG TAN Dém bing hai cich- Count in 2 ways

Tai liéu
[1] Titu Andreescu, Zuming Feng, A Path to Combinatorics for Undergraduates:
Counting Strategies, Birkhduser, 2004.

[2] Yufei Zhao, Counting in Two Ways, MOP 2007.

[3] Dau Hoang Hung, Chuyén dé: Dém bing hai cdch thong qua cic bing 6 vudng
trong cdc bai todn t6 hop.

[4] Law Ka Ho, Leung Tat Wing and Li Kin Yin, Double Counting, Mathemat-
ical Excalibur, Vol. 13, No. 4, Nov.-Dec. 08.

[5] Lé Phic Lix, Chuyén dé: Dém bing hai cich trong cdc bai todn t6 hop

[6] Zoran Kadelburg, Dusan Dukic, Milivoje Lukic and Ivan Matic, Inequali-
ties of Karamata, Schur and Muirhead, and some applications, The teaching of
mathematics 2005, vol. viii, 1, pp. 31-45.

22



