CO HOC LAGRANGE (lagrangian mechanics)

Co hoc Lagrange 1a mot phuong phap phat biéu lai ¢ hoc ¢6 dién, do
nha toan hoc va thién van hoc ngudi Phap-Y Joseph-Louis Lagrange giGi
thi€u vao nam 1788.

Trong cd hoc Lagrange, quy dao cia mot hé chat diém tim dudc bang
cach giai phuong trinh Lagrange ¢ mot trong hai dang, hoac la phuong
trinh Lagrange loai 1, ma coi cac diéu kién gidi han (hoic lién két) nhu 1a
cac phuong trinh phu thém, thuong st dung nhan tt Lagrange; hoac phuong
trinh Lagrange loai hai, trong d6 két hop truc tiép vdi cac diéu kién lién két
bing cach Iua chon cdn than cic toa do suy rong. Trong mdi trudng hop,
mot ham s goi 12 ham Lagrange 13 mot ham clia cac toa do suy rong, cic
dao ham cia ching theo thoi gian, thoi gian, va chia cac thong tin vé dong
luc cua hé.

Khoéng c6 mot hién tugng vat Iy méi nao dudc giGi thi€u trong ¢ hoc
Lagrange so v6i cd hoc Newton. Cac dinh luat cia Newton bao gom ca
nhting luc khong bao toan nhu ma sat, tuy nhi€n ching phai chia cac luc
lién két cu thé va do vy phi hgp nhat khi miéu ta trong hé toa do Descartes.
Co hoc Lagrange miéu ta rat tot hé gébm nhiing Ivic bao toan va cho nhiing
luc lién két dugc miéu ta trong hé toa do bat ky. Céc luc tiéu tan va din
hudng dudc xét dén biang cach phan tich Iuc thanh tdng cac luc thé ning va
phi thé ning, dan t6i tip hop cac phuong trinh Euler-Lagrange dudc stra d6i
cho hé. C6 thé chon céc toa do suy rdng sao cho thuin tién cho su 4p dung
tinh di xding cta hé hoic cho tinh chét hinh hoc cia cic lién két, gitip cho
viéc gidi phuong trinh chuyén dong tré 1én don gian hon.

Co hoc Lagrange c6 vai tro quan trong khong chi 4p dung rong rai vao
cac ing dung thuc té, né ciing 1 cong cu quan trong dé tim hiéu sau hon
cac ly thuyét vat ly. Mic du Lagrange lic dau chi tim cach miéu ta co hoc
cd dién bang ngdn ngit phd quat hon trong chuyén luin ctia dng Mécanique
analytique (Co hoc gidi tich), vé sau nguyén ly Hamilton ding d€ tim ra
phuong trinh Lagrange da dudc cdc nha vat Iy nhan thiy c6 thé 4p dung cho
cac ly thuyét vat 1y co ban, dic biét 1a dbi v6i co hoc ludng ti va thuyét
tuong doi.

Co hoc Lagrange dudc st dung rong rai d€ giai cac van dé co hoc trong
vat ly va ky thuat khi khong thuan ti€n dung cac cong thic ciua Newton



trong cd hoc ¢6 dién dé gidi. Co hoc Lagrange ap dung cho ddng luc cua
cac chat diém, cic trudng dudc miéu ta st dung ham Lagrange. Phuong
trinh Lagrange ciing dudc st dung cho van dé t6i uu héa cho hé dong luc.
Trong co hoc, phuong trinh Lagrange loai hai dugc sit dung nhiéu hon so
v6i loai mot.

Viéc tinh toan chuyén dong cta chit di€ém st dung co hoc Newton doi
héi gidi phuong trinh luc lién két bién déi theo theo thdi gian d€ giit cho
chit diém tuan theo chuyén dong c6 rang budc (vi du stic cing clia thanh
ndi qua 1ic). Khi ding co hoc Lagrange dé gidi cing mot van dé nay, dua
vao quy dao cia chit diém ma c6 thé thuan tién lua chon mot hé céc toa
dd suy rong doc 1ap cho phép miéu ta hoan toan chuyén dong kha di cla
chit di€m. C4ch lua chon nay loai bd cac luc lién két can thiét trong phuong
trinh chuyén dong cta chét diém. C6 it phuong trinh hon do khong con phai
can tinh 4nh hudng cta cic diéu kién lién két 1én chat diém tai tiing thoi
diém cu thé.

Pb6i v6i mot 16p rong cac hé thdng vat 1y, néu kich thuée va hinh dang
cua mot vat nang l1a bo qua dugc, cd hé sé tré 1én don gian hon khi coi
vat 12 mot chat diém. Mot hé ¢6 N chat diém vé6i khéi luong 1an luot
biang mi, mo, ..., my, mdi chit diém c6 mot véc to vi tri, ky hiéu bang
ry,ry,...,ry. Toa do Descartes thuong la du, do vay ry = (x1,y1, 21),
ro = (X2, Y2, 22), V.v. Trong khong gian ba chiéu, mdi véc td vi tri cé ba toa
do thanh phan x4c dinh duy nhat vi tri ctia diém, do vy c¢6 3N toa do xdc
dinh duy nhét cu hinh cta hé. Pay 1a nhiing diém cu thé trong khong gian
d€ dinh vi vi tri clia cdc chét di€ém, mot diém téng quat trong khong gian
dugc viétlar = (2, v, z). Van toc clia mbi chit diém va bing dao ham thoi
gian cia vi tri, do d6 vy = dry/dt, vy = dry/dt,....

Trong co hoc Newton, phuong trinh chuyén dong dudc thiét 1ap dua trén
cdc dinh luit cia Newton. DPinh luit hai néi ring "tdng luc tic dung bang
khdi lugng nhan véi gia toc", X F = md?r/dt?, &p dung cho mbi chét di€m.
D6i v6i hé c6 N chit diém trong khong gian 3 chiéu, c6 3N phuong trinh
vi phan thudng bac hai theo vi tri clia cic chit diém can phai gidi.

Thay vi luc, c6 hoc Lagrange st dung khai niém nang lugng xac dinh
trong hé. Pai lugng trung tam cua co hoc Lagrange 1a ham Lagrange, mot
ham tdng két tinh dong luc cia toan bo co hé. N6i chung, ham Lagrange c6



don vi clia niang luong, nhung khong c6 mdt bi€u thiic cu thé nao cho moi
hé vat ly. Bat ky him nao tao ra phuong trinh chuyén dong ding, ma tuin
theo céac dinh luat vat ly, c6 thé coi 1a ham Lagrange. Tuy vAy c6 thé xay
dung mot biéu thifc tdng quat cho mot 16p 16n cac ting dung. Ham Lagrange
ctia mot hé chat diém dudc xac dinh bang.

L=T-V,
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1a tong dong ning clia cic chat diém trong hé va V' 1a thé ning cda hé.

Pong ning 1a nidng luong cé dudgc tir chuyén dong ctia hé, va v, = vi- vy,
12 binh phuong do6 16n clia van tdc, tuong ducng véi tich vo hudng clia véc
to van tdc v6i chinh né. Pong ning 12 ham chi cda van tdc v}, khong phu
thudc vao vi tri ry, hay thdi gian ¢, nghiala T = T'(vy, va, .. .).

Thé ning ctia hé phan 4nh ning ludng trong tuong tdc gitta cic chat
di€ém, vi du nhu ning luong ma mot chit diém bat ky chiu tic dong tu
nhiing chat diém khac trong hé ciing nhu chiu cic ngoai luc bén ngoai. Pbi
v6i luc bdo toan (vi du luc hip din Newton), né 1a ham chi clia vecto vi
tri cia chat di€ém, do vy V' = V(ry, 3, ...). Pdi v6i nhiing luc khong bao
toan ma c6 thé dan ra ti thé ning thich hop (vi du thé ning dién tir), van téc
cling sé xuét hién, V = V(ry,ry,...,11,To,...). Néu c6 mot trudng ngoai
hoic Iyc bén ngoai tidc dong thay ddi theo thdi gian, thé ning ciing sé& thay
ddi theo thoi gian, do vy noi chung V' = V(ry,rs,...,r1,1o,...,1).

Mot hoiic nhiéu chat diém c6 thé chiu mot hodc nhiéu lién két holonom,
vi du nhu lién két dugc miéu ta bang phuong trinh c6 dang f(r,t) = 0.
Néu sb lugng lién két trong hé biang C, thi mdi lién két c6 phuong trinh,
fi(r,t) =0, fo(r,t) = 0,..., fo(r,t) = 0, mdi phuong trinh c6 thé dp
dung cho bat ky chit diém nao. Néu chét di€ém k chiu lién két (rang budc)
i, thi f;(ry,t) = 0. O thdi diém bt ky, toa dd ctia mot chét diém chiu lién
két dudc lién hé véi nhau va khong doc 1ap hoan toan. Phuong trinh lién
két x4c dinh quy dao kha di cla cdc chit diém, nhung khong x4c dinh vi
tri hay van tdc clia chiing tai thdi diém bat ky. Lién két phi holonom phu



thudc vao van tdc, gia tdc, hodc dao ham bic cao clia vi tri clia chat diém.
Co hoc Lagrange chi dudc ap dung dbi véi hé c6 lién két holonom. Lién két
phi holonom doi héi cach xt 1y dic biét, va c6 thé phai quay lai khudn kho
cua c¢6 hoc Newton hoac st dung phuong phap khac.

Néu T hoidc V hoic ca hai phu thudc 16 vao thdi gian do nhiing diéu kién
rang budc bién ddi theo thdi gian hodc do anh hudng cla bén ngoai, ham

Lagrange L(ry,ry,...,T1,To,...,t) 12 ham hién phu thudc thdi gian. Néu
ca thé ning va dong ning khong phu thudc vao thdi gian, thi hAm Lagrange
(ri,rg,...,r1,r9,...) 12 ham hién doc 1ap thdi gian. Trong ca hai trudng

hop, ham Lagrange ludn ludén an chia tinh phu thudc thdi gian thong qua
toa do suy rOng.

Trong mdi phuong trinh rang budc, mot toa do 1a du do nd dude xdc
dinh ti hai toa do kia. S6 toa d6 doc 1ap do vay bang n = 3N — C. Ching
ta c6 thé bién d6i mdi véc td vi tri vé mdt tp hop chung chida n toa do suy
rong, viét mot cach thun tién 12 n-bd q = (q1, ¢o, . . . , ¢n ), bang cach biéu
dién mbi véc to vi tri, va do d6 céc toa do vi tri, nhu 12 ham sb theo céc toa
dd suy rong va thoi gian

vy = ri(q,t) = (zr(q, 1), yr(q, £), 2(q, 1)).

Véc to q 12 mot diém trong khong gian ciu hinh cta hé. Pao ham thai
gian clia toa do suy rong dugc goi 1a van tdc suy rong, va dbi véi mdi chit
di€ém phép bién ddi clia vectd van tdc, dao ham toan phan cda vi tri theo
thoi gian bing
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P6i véi van tdc suy rong vy, dong ning trong toa do suy rong phu thudc
vao van tdc suy rong, toa dd suy rong, va thdi gian néu véc td vi tri phu
thudc hién vao thdi gian do cac lién két rang budc bién doi theo thdi gian,
do vay T' = T(q,dq/dt,t). V6i cac dinh nghia nay ta c6 phuong trinh
Euler—Lagrange, hay phuong trinh Lagrange loai 2
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1a c4c két qua todn hoc tlf phép tinh bién phan, ma ciing dudc 4p dung trong
cd hoc. Thay thé vao ham Lagrangian L(q, dq/dt, t), thu dugc phuong trinh
chuyén dong cua hé. SO luong phuong trinh da gidm di so véi cia cd hoc
Newton, tu 3N xuong con n = 3N — C phuong trinh vi phan thuong bac
hai trong hé toa do suy rong. Cac phuong trinh nay khong con bao gom cac
luc lién két, chi c6 céc luc phi lién két méi phai tinh dén.

Mic du phuong trinh chuyén dong cé chita dao ham riéng, cac két qua
cua dao ham riéng van 1a phuong trinh vi phin thuong trong toa do vi tri
clia cac chat diém. Pao ham thdi gian toan phan ky hiéu bang d/dt thudng
bao gom 14y vi phan ham 4n. Cc phuong trinh nay c6 dang tuyén tinh theo
ham Lagrange, nhung noi chung 1a hé phuong trinh phi tuyén theo toa do.
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