COMPACT (compact)

Trong todn hoc, cu thé 1a trong chuyén nganh t0 pd dai cuong, tinh
compact 12 mot tinh chat md rong cta khai niém vé mot tip con dong (tic
1a chifa tt ca cac diém gidi han cda né) va bi chin (tdc 13, nam tron trong
mot hinh cau dd 16n) ctia khong gian Euclid.

Vi du don gian nhat vé tdp compact bao gdm: mot khoang dong [a, b],
mot hinh chit nhat hodc mot tap hitu han cic diém. Khéi niém compact dugc
dinh nghia cho cic khong gian t0 pd tong quat hon khong gian Euclid theo
nhiéu cach khic nhau nhu sau.

« Mot khong gian to pd X dudc goi 1a compact ddy néu moi ddy vo han
trong X c6 mot day con vo han hdi tu dén mot di€ém nao do cua X.

« Mot khong gian té pd X dudc goi 1a compact diém gidi han néu moi
tap con vO han trong X c¢6 mot di€ém gidi han trong X.

Dinh ly Bolzano—Weierstrass phat biéu rang mot tip con ctia khong gian
Euclid la compact day khi va chi khi n6 1a dong va bi chan.

Do d6, néu ta chon vo s6 diém trong khoang déng [0, 1], thi mét s6 diém
trong d6 sé tién dan dén mot diém nao d6 ciing thudc doan [0, 1]. Piéu nay
khong ding vé6i khoang mé (0, 1), chang han day %, %, . %, ... tién dan
t6i 0. Vi ly do nay, khoang mé (0, 1) khong la compact day.

Ban than khong gian Euclid khong phai 1a compact day vi né khong bi
chin. Cu thé 1a day cdc di€ém 0, 1,2, 3, ... khong bi chin va n6 khong co
diy con nao hoi tu vé bat ky sb thuc nao.

Trong mot khong gian métric hai khai niém compact day va compact
di€m gidi han 1a tuong duong. Tuy nhién, trong cac khong gian td po noi
chung, cic dinh nghia khdc nhau vé tinh compact khong nhat thiét phai
tuong duong. Dinh nghia chuan thudng dudc dung ngay nay phat biéu nhu
sau:

Mot khong gian t6 pd X dugc goi 1a compact néu v6i moi ho { X, }aecc
céac tap con md cua X, sao cho X = U,cc X, ta c6 thé chon ra mot tap hiu
han F' C (' sao cho X = U,crX,.

C6 thé phat biéu bang 15i ngin gon hon rang mot khong gian 13 compact
néu tif moi phti md ctia né déu c6 thé trich ra mot phd con hitu han.



Mot tap con A clia khong gian to pd X dudc goi 1a tdp con compact néu
A, v6i td pd cam sinh tu X, 1a khong gian t6 p6 compact.

Dinh nghia khdi niém compact theo cich tinh t& hon nhu trén, dudc
Pavel Alexandrov va Pavel Urysohn dua ra vao nim 1929. N6 cho thiy
khong gian compact nhu la mé rong cua cac tap hgp httu han. Pinh ly
Heine—Borel néi rang mot tap trong khong gian Euclid 13 compact khi va
chi khi né dong va bi chan.

Compact 1a mot dac tinh manh mé cua khong gian, va dudc st dung
theo nhiéu cach va trong nhiéu linh vuc todn hoc khac nhau. Mot cich 1a
théng qua cdc nguyén tac tit dia phuong dén toan cuc. Ta thiét 1ap mot sb
tinh chét hoic rang buodc dia phuong dbi véi mot ham sé hoic cac dai luong
khdc, sau d6 st dung tinh compact d€ nang cac tinh chit hodc rang budc
dia phuong 1én toan cuc. C6 nhiéu dinh ly dudc phat biéu theo hudng nay
chiang han nhu dinh 1y néi ring mot ham lién tuc trén khoang déng [a, b]
thi lién tuc déu. O day lién tuc 1 mot khai niém c6 tinh chét "dia phuong”,
trong khi d6 lién tuc déu c6 tinh chit "toan cuc".

Céch thi hai 1a dung tinh compact dé€ xdc dinh gid tri cuc dai hodc cuc
ti€u ctia mot ham sd, diéu nay dic biét hitu ich trong cic phép tinh bién
phan. Céch thi ba 13 khoi phuc mot phan khai niém vé gi6i han khi dbi pho

v6i ddy khong hoi tu, bang cach chdp nhin su can thiét phai chuyén sang
xét day con ciia diy ban diu. Tuy nhién, cin luu y rang cic diy con khéc
nhau c6 thé hdi tu dén cac gidi han khac nhau; tinh compact chi ddm bao
su ton tai cia mot diém gidi han, nhung khong ddm bao tinh duy nhit ctia
no.

TINH CHAT CUA KHONG GIAN COMPACT

Ta c6 mot s6 tinh chit quan trong cta khong gian compact va tip com-
pact.

MOt tap hitu han véi t6 pod bt ky ludn compact.

Hop cia hitu han cac tap con compact la compact.

« Giao clia mdt ho bat ky céc tdp con compact ctia mdt khong gian
Hausdorff 1a compact.

Tap con dong cua mot khong gian compact 1a compact.



» Tap con compact cia khong gian Hausdorff 1a dong.

e Mot ho céc tap con { X, } e cia khodng gian td p6 X dudc goi la ¢
tinh chdt giao hitu han néu nhu véi moi tap hitu han F' C C, ta c6
NaerXa # 0. Khdi niém compact c6 thé dic trung qua tinh chit giao
hitu han nhu sau: khong gian t6 pd X 1a compact néu moi ho cac tap
con déng { X, }acc c6 tinh chét giao hitu han déu c6 giao khéc rong.

e Anh ctia mdt tip compact qua mot anh xa lién tuc gitta hai khong gian
td pd 12 compact. Trong trudng hop dic biét néu f: X — R 1a mot
ham lién tuc trén mot khong gian compact X thi n6 dat cuc dai va cuc
tiéu trén do, tic 1a ton tai u, v thudc X sao cho f(u) < f(x) < f(v)
véi moi xz € X.

e Tich cia mot ho tuy y cac khong gian compact, cung vdi to po tich
trén do 13 compact. Két qua nay 14 dinh Iy mang tén nha to4n hoc Nga
Andrey Nikolayevich Tikhonov.

Compact hoa

Mot cu héi tu nhién rang liéu moi khong gian c6 thé coi 1a khong gian
con ciia mot khong gian compact? Chang han dudng thang thuc R dong
phdi v6i khodang mé (0, 1) va do do ¢6 thé coi nhu khong gian con clia doan
0, 1]- mdt khong gian compact.

Compact hoa 1a qua trinh hoic két qua cia viéc bién mot khong gian
to po thanh mot khong gian compact. C6 nhiéu phuong phap compact héa
khac nhau, nhung moi phuong phéap 1a mot cach ki€ém soat khong cho cac
diém "chay ra vo cuing" bang cach thém vao mot s6 "diém & vo cung" hoic
ngan chan su "chay ra" d6. Dudi day ching ta sé md ta hai loai compact hoa
ctia dudng thang thuc R.

Ta c6 thé compact héa R bing cach thém mot diém vao mbi dau cuia
nd, —oo va +oo. Khong gian thu dudc, goi la dudng thdng thuc md rong
[—00, +00]. C6 thé dinh nghia mot to pd trén dudng thang thuc mé rong,
viéc ny vé co ban 1a dinh nghia su hdi tu dén —oo hodc +oo.

Pudng thang thuc md rong 1a compact: bit ky diy sb x,, ndo cia cac sb
thuc md rong sé cé mot diy con hdi tu dén —oo, hdi tu dén +oo hoic hoi
tu dén mot s6 hitu han. Do d6, st dung compact héa ctia dudng thang thuc,
chiing ta c6 thé mé rong khai niém gidi han, bang cach khong con yéu cau



rang gidi han d6 phai 12 mot sb thuc. Mic di c6 mot s6 han ché dbi véi viée
xt 1y cac s6 thuc mé rong thay vi cac sd thuc thong thudng (chang han ta
ludn c6 thé cong hai s6 thuc thong thuong, nhung tdng clia —oo va +o00 1a
khong xdc dinh), kha ning c6 thé gan gi6i han cho mot diy ma dang 1€ 1a
phan ky 1a rét hitu ich, dic biét 12 trong ly thuyét vé chudi vo han va tich
phan suy rong.

Mot cach compact héa khac cua R 1a thém vao mot "diém G vo cuc" duy
nhat ma ta sé ky hiéu 13 co. K&t qua nhan dudc c6 thé dudc coi 1a mot vong
tron (compact nhu mot tap con déng va bi chin ctiia mit phang Euclid). Moi
day chay ra vo cting trong R s& hoi tu vé oo trong khong gian compact héa
nay.

Mot cach truc quan, qud trinh ndy c6 thé dugc hinh dung nhu sau: dau
tién thu nho R thanh khoang md (—, ) trén truc hoanh; sau d6 udn cong
cac dau cta khoang nay 1én trén (theo chiéu duong truc tung) va di chuyén
chiing vé phia nhau, cho dén khi ban nhan dugc mot vong tron bi khuyét
mot diém & trén cung. Pi€m nay 1a diém mdi "6 v cung" cla ching ta
va dudc ky hiéu 1a co; thém né vao sé 1am cho vong tron khuyét tré thanh
compact. Khong gian dudc xdy dung theo cach nay dudc goi la compact
hoa mot diém Alexandrov ciia dudng thang thuc.
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