
COMPACT (compact)

Trong toán học, cụ thể là trong chuyên ngành tô pô đại cương, tính
compact là một tính chất mở rộng của khái niệm về một tập con đóng (tức
là chứa tất cả các điểm giới hạn của nó) và bị chặn (tức là, nằm trọn trong
một hình cầu đủ lớn) của không gian Euclid.

Ví dụ đơn giản nhất về tập compact bao gồm: một khoảng đóng [a, b],
một hình chữ nhật hoặc một tập hữu hạn các điểm. Khái niệm compact được
định nghĩa cho các không gian tô pô tổng quát hơn không gian Euclid theo
nhiều cách khác nhau như sau.

• Một không gian tô pôX được gọi là compact dãy nếu mọi dãy vô hạn
trong X có một dãy con vô hạn hội tụ đến một điểm nào đó của X .

• Một không gian tô pô X được gọi là compact điểm giới hạn nếu mọi
tập con vô hạn trong X có một điểm giới hạn trong X.

Định lý Bolzano–Weierstrass phát biểu rằng một tập con của không gian
Euclid là compact dãy khi và chỉ khi nó là đóng và bị chặn.

Do đó, nếu ta chọn vô số điểm trong khoảng đóng [0, 1], thì một số điểm
trong đó sẽ tiến dần đến một điểm nào đó cũng thuộc đoạn [0, 1]. Điều này
không đúng với khoảng mở (0, 1), chẳng hạn dãy 1
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1
3 , . . . ,

1
n , · · · tiến dần

tới 0. Vì lý do này, khoảng mở (0, 1) không là compact dãy.
Bản thân không gian Euclid không phải là compact dãy vì nó không bị

chặn. Cụ thể là dãy các điểm 0, 1, 2, 3, . . . không bị chặn và nó không có
dãy con nào hội tụ về bất kỳ số thực nào.

Trong một không gian mêtric hai khái niệm compact dãy và compact
điểm giới hạn là tương đương. Tuy nhiên, trong các không gian tô pô nói
chung, các định nghĩa khác nhau về tính compact không nhất thiết phải
tương đương. Định nghĩa chuẩn thường được dùng ngày nay phát biểu như
sau:

Một không gian tô pô X được gọi là compact nếu với mọi họ {Xα}α∈C
các tập con mở của X, sao cho X = ∪α∈CXα ta có thể chọn ra một tập hữu
hạn F ⊆ C sao cho X = ∪α∈FXα.

Có thể phát biểu bằng lời ngắn gọn hơn rằng một không gian là compact
nếu từ mọi phủ mở của nó đều có thể trích ra một phủ con hữu hạn.
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Một tập conA của không gian tô pôX được gọi là tập con compact nếu
A, với tô pô cảm sinh từ X, là không gian tô pô compact.

Định nghĩa khái niệm compact theo cách tinh tế hơn như trên, được
Pavel Alexandrov và Pavel Urysohn đưa ra vào năm 1929. Nó cho thấy
không gian compact như là mở rộng của các tập hợp hữu hạn. Định lý
Heine–Borel nói rằng một tập trong không gian Euclid là compact khi và
chỉ khi nó đóng và bị chặn.

Compact là một đặc tính mạnh mẽ của không gian, và được sử dụng
theo nhiều cách và trong nhiều lĩnh vực toán học khác nhau. Một cách là
thông qua các nguyên tắc từ địa phương đến toàn cục. Ta thiết lập một số
tính chất hoặc ràng buộc địa phương đối với một hàm số hoặc các đại lượng
khác, sau đó sử dụng tính compact để nâng các tính chất hoặc ràng buộc
địa phương lên toàn cục. Có nhiều định lý được phát biểu theo hướng này
chẳng hạn như định lý nói rằng một hàm liên tục trên khoảng đóng [a, b]
thì liên tục đều. Ở đây liên tục là một khái niệm có tính chất "địa phương",
trong khi đó liên tục đều có tính chất "toàn cục".

Cách thứ hai là dùng tính compact để xác định giá trị cực đại hoặc cực
tiểu của một hàm số, điều này đặc biệt hữu ích trong các phép tính biến
phân. Cách thứ ba là khôi phục một phần khái niệm về giới hạn khi đối phó

với dãy không hội tụ, bằng cách chấp nhận sự cần thiết phải chuyển sang
xét dãy con của dãy ban đầu. Tuy nhiên, cần lưu ý rằng các dãy con khác
nhau có thể hội tụ đến các giới hạn khác nhau; tính compact chỉ đảm bảo
sự tồn tại của một điểm giới hạn, nhưng không đảm bảo tính duy nhất của
nó.

TÍNH CHẤT CỦA KHÔNG GIAN COMPACT

Ta có một số tính chất quan trọng của không gian compact và tập com-
pact.

• Một tập hữu hạn với tô pô bất kỳ luôn compact.

• Hợp của hữu hạn các tập con compact là compact.

• Giao của một họ bất kỳ các tập con compact của một không gian
Hausdorff là compact.

• Tập con đóng của một không gian compact là compact.
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• Tập con compact của không gian Hausdorff là đóng.

• Một họ các tập con {Xα}α∈C của không gian tô pô X được gọi là có
tính chất giao hữu hạn nếu như với mọi tập hữu hạn F ⊆ C, ta có
∩α∈FXα ̸= ∅. Khái niệm compact có thể đặc trưng qua tính chất giao
hữu hạn như sau: không gian tô pô X là compact nếu mọi họ các tập
con đóng {Xα}α∈C có tính chất giao hữu hạn đều có giao khác rỗng.

• Ảnh của một tập compact qua một ánh xạ liên tục giữa hai không gian
tô pô là compact. Trong trường hợp đặc biệt nếu f : X → R là một
hàm liên tục trên một không gian compactX thì nó đạt cực đại và cực
tiểu trên đó, tức là tồn tại u, v thuộc X sao cho f(u) ≤ f(x) ≤ f(v)
với mọi x ∈ X.

• Tích của một họ tùy ý các không gian compact, cùng với tô pô tích
trên đó là compact. Kết quả này là định lý mang tên nhà toán học Nga
Andrey Nikolayevich Tikhonov.

Compact hóa
Một câu hỏi tự nhiên rằng liệu mọi không gian có thể coi là không gian

con của một không gian compact? Chẳng hạn đường thẳng thực R đồng
phôi với khoảng mở (0, 1) và do đó có thể coi như không gian con của đoạn
[0, 1]- một không gian compact.

Compact hóa là quá trình hoặc kết quả của việc biến một không gian
tô pô thành một không gian compact. Có nhiều phương pháp compact hóa
khác nhau, nhưng mỗi phương pháp là một cách kiểm soát không cho các
điểm "chạy ra vô cùng" bằng cách thêm vào một số "điểm ở vô cùng" hoặc
ngăn chặn sự "chạy ra" đó. Dưới đây chúng ta sẽ mô tả hai loại compact hóa
của đường thẳng thực R.

Ta có thể compact hóa R bằng cách thêm một điểm vào mỗi đầu của
nó, −∞ và +∞. Không gian thu được, gọi là đường thẳng thực mở rộng
[−∞,+∞]. Có thể định nghĩa một tô pô trên đường thẳng thực mở rộng,
việc này về cơ bản là định nghĩa sự hội tụ đến −∞ hoặc +∞.

Đường thẳng thực mở rộng là compact: bất kỳ dãy số xn nào của các số
thực mở rộng sẽ có một dãy con hội tụ đến −∞, hội tụ đến +∞ hoặc hội
tụ đến một số hữu hạn. Do đó, sử dụng compact hóa của đường thẳng thực,
chúng ta có thể mở rộng khái niệm giới hạn, bằng cách không còn yêu cầu
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rằng giới hạn đó phải là một số thực. Mặc dù có một số hạn chế đối với việc
xử lý các số thực mở rộng thay vì các số thực thông thường (chẳng hạn ta
luôn có thể cộng hai số thực thông thương, nhưng tổng của −∞ và +∞ là
không xác định), khả năng có thể gán giới hạn cho một dãy mà đáng lẽ là
phân kỳ là rất hữu ích, đặc biệt là trong lý thuyết về chuỗi vô hạn và tích
phân suy rộng.

Một cách compact hóa khác của R là thêm vào một "điểm ở vô cực" duy
nhất mà ta sẽ ký hiệu là∞. Kết quả nhận được có thể được coi là một vòng
tròn (compact như một tập con đóng và bị chặn của mặt phẳng Euclid). Mọi
dãy chạy ra vô cùng trong R sẽ hội tụ về∞ trong không gian compact hóa
này.

Một cách trực quan, quá trình này có thể được hình dung như sau: đầu
tiên thu nhỏ R thành khoảng mở (−π, π) trên trục hoành; sau đó uốn cong
các đầu của khoảng này lên trên (theo chiều dương trục tung) và di chuyển
chúng về phía nhau, cho đến khi bạn nhận được một vòng tròn bị khuyết
một điểm ở trên cùng. Điểm này là điểm mới "ở vô cùng" của chúng ta
và được ký hiệu là∞; thêm nó vào sẽ làm cho vòng tròn khuyết trở thành
compact. Không gian được xây dựng theo cách này được gọi là compact
hóa một điểm Alexandrov của đường thẳng thực.
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