PAI SO (CHUYEN NGANH) (algebra)

Dai 56 12 mot bd mon 16n cla todn hoc chuyén nghién citu céc tap hop
dudc trang bi cdc phép tinh cé nhiing tinh chit gidbng nhu cdc phép tinh
cong tri nhan chia véi cac s6 thong thudng. V& mit ngit nghia, dai s 1a tir
Han-Viét, ¢ nghia 1 s dai dién, hay chinh x4c hon 1a bién sb.

Tén goi Pai s6 trong tiéng Latin 12 Algebra. Tén nay c6 xuit xif tif tén
cong trinh "Al jabr al-mugabala" cua nha toan hoc Mohammed Musa al-
Khwarizmi (khodng 780 - 850). Pay c6 1 1a cong trinh dau tién trinh bay
mot cach hé théng cac phuong phép giai cac van dé tinh todn c6 thé quy vé
cic phuong trinh tuyén tinh hay phuong trinh bac hai. Nghia den ctia cau
"Al jabr al-mugabala” c6 nghia la hoan thién va can bing (phuong trinh).
Cong trinh nay dudc dich sang tiéng Latin ti thé ky XII [2] va dudc st dung
nhu 12 mot cudn sach gido khoa vé todn hoc mai cho dén thé ky XVI.

Tir thé ky XVII dén gitta thé ky XVIII ngudi ta coi Dai s6 12 bd mon
khoa hoc nghién ctiu cac tinh toan thong thuong (cdng tri nhan chia) véi
cac bién s6 1a cac ky hiéu bi€u hién cho cic con s6 dé phan biét véi S6 hoc
12 bd mon nghién ctiu viéc tinh todn vdi cac sd tu nhién. Viéc dung cic ky
hiéu cho phép chiing minh céc cong thiic toan hoc diing cho moi gia tri sb
cu thé. Vi du nhu phuong trinh bac hai

ar’ +br+c=0

cO nghi€ém la

b= Vb2 — dac

a

X

trong d6 cac chit sd a, b, ¢ ¢ thé 1a bat ky s6 nao véi a # 0.
Tt thé ky XVIII dén dau thé ky XIX ngudi ta quan tAm dén viéc giai
cac phuong trinh da thuc dang

ax” + a4+ 4a,=0

v4i moi bac n. Muc tiéu 1a tim cac cong thic tinh nghiém bang cin thiic,
ttic 1a céac bi€u thiic chi chifa cac phép tinh cdng trit nhan chia va khai cén
v6i cac hé b ag, a1, . . ., a, clia da thifc gidng nhu trong cong thiic nghiém
trén.



Dinh diém ctia nhiing nd lvc nay 12 cong trinh clia nha todn hoc Evariste
Galois (1811-1832) dua ra mot tiéu chudn tdng quat cho su ton tai cong thiic
giai phuong trinh da thic bang cin thifc [3]. Tiéu chuin nay phu thudc vao
tinh chét ctia cdc phép hodn vi nghiém dudc xdc dinh bdi phép liy hop
thanh. Cong trinh ctia Galois cho thiy su can thiét phai nghién ciu cic tap
hop ma trén d6 ngudi ta c6 nhitng phép todn dai sd 1a cac phép toan gan
gibng véi cac phép tinh trong sb hoc.

Sau cong trinh cta Galois ngudi ta bat diu nghién cifu nhitng thuc thé
khac dudc trang bi cic phép toan dai s6 nhu s phic, s6 quaternion, ma
tran, v.v. Viéc khai quat héa nhiing thuc thé nay da din dén su hinh thanh
bd mon Pai sé tritu twong hay Dai s6 cao cdp ma dbi tuong nghién cifu
chinh 12 c4c phép toan dai s6 théa man mdt s6 tinh chit nao do. Tén goi nay
12 d€ phan biét v6i mon Dai s so cdp bao gdbm nhiing kién thic co ban vé
cac phép tinh s6 hoc va gidi phuong trinh dugc day trong trudng phé thong.

Tong quat hon, mot phép todn dai sé trén mot tap V' 1a mot anh xa tif tip
tich V x V vao V. Khi dé tap V dudc goi 1a mot cdu triic dai s6. Cho z, y 1a
hai phan tif ctia dai s6 V. Ngudi ta thudng ky hiéu anh ctia (z,y) € V x V
v6i x * i va coi o * y nhu 12 két qua cla viéc thuc hién phép toan * véi z, y.
Vi du nhu, cdc dnh xa (x,y) — « + y hay (x,y) — xy chinh la phép cong
va phép nhan trong tap céc sb thuc. Ta ciing c6 thé xét dnh xa (z,y) — la
phép chiéu xudng toa do thif nhit va coi d6 nhu mdt phép todn vdi cac sd
thuc.

DE c6 thé tinh toan dugc trong mot ciu tric dai s6 V, ngudi ta thuong
yéu cau phép todn ctia V thda man mdt s6 quy ludt tinh todn nao do, vi du
nhu ludt giao hodn

T kY =Y *T,
hay ludt két hop
(x*xy)xz=uxx(yx*z),
v6i moi phan ti z,y, z € V. Vi du, nhu phép cong va phép nhan trong tip
cac sb thuc thdéa méin cic quy luat trén, trong lic phép chiéu chi thda man
luat két hop nhung khong théa man luat giao hoan.

Ngoai ra, ngudi ta con thudng doi héi cu tric dai s6 V' c6 mot sd phan

t véi nhitng tinh chat dic biét nhu phdn it don vi 1a phan ti e théa man



diéu kién

Tke=e*T =T,
v6i moi x € V, hay phan tit nghich ddo cta phan tif  1a mot phan t y thda
min tinh chit

TxY=y*xT =e.

Vi du nhu dbi véi phép cong céc s thuc thi phan tif 0 12 phan ti don vi va
—2 12 phan tif nghich d4o cta x. P6i véi phép nhan céc s6 thuc khac 0 thi
phan ti 1 12 phan t don vi va 1/x 1a phan ti nghich do cta x. Tuy nhién
néu ta gi6i han phép nhan trong tap cac sé nguyén thi chi c6 s6 1 ¢6 phan
tu nghich dao.

Mot ciu triic dai s6 c6 thé c6 nhiéu phép toan khac nhau. Cac phép
todn nay ciing thudng dudc yéu cau théa man mot sd quy luat phan 4nh mbi
tuong tac gitta chiing. Vi du nhu néu V' ¢6 thém phép todn +, thi ludt phdn
phéi ctia + theo * doi hoi

(z+y)*x2=(zxz)+ (y*2),

v6i moi phan tt z, 77, z € V. Vi du nhu phép cdng thda man luat phan phdi
v6i phép nhan nhung phép nhin khong théa man luat phan phdi véi phép
cong trong tap cac s thuc.

Hai cu tric dai s6 V' véi phép todn * va W véi phép todn e dudgc coi 1a
gidng nhau vé mit ciu tric néu tdn tai mot song dnh ¢ tit V vao W tuong
thich vGi cac phép toan, co nghia la

o(zxy) = o(r) e 9(y),

véi moi =,y € V. Khi d6, ngudi ta n6i V ddang cdu véi W. Trong trudng
hdp nay, cac quy luat tinh toan trong V' ciing s€ dung trong V.

Cac quy luat tinh todn ctia mot cau tric dai s6 con dudc goi 1a hé tién
dé clia chu tric d6. Céc hé tién dé c6 khudn mau tif nhitng d6i tugng nghién
ctiu cu thé trong toan hoc. Tuy theo hé tién dé ma céc cau tric dai s6 con
dugc dit tén goi khac d€ phan biét cc loai cu tric dai sd khac nhau.

« CAu tric dai s6 dudc nghién citu k§ nhat 1a nhém. Day 1a céc ciu triic
dai s6 v6i mot phép toan théa man luat két hop c6é phan ti don vi



va phan tt nghich d4o ctia moi phan ti. V& mit lich st, day 1a vi du
khong tam thudng dau tién vé cau tric dai s6. Khudn mau ctia nhém
chinh Ia tap cac hoan vi nghi€ém trong cong trinh cia Galois.

* Vanh 12 mot nhém giao hoan c6 trang bi thém phép nhan giéng nhu
tap cac sO nguyén, trong d6 phép cong thda man luat phan phdi theo
phép nhan va phép nhan khong nhét thiét phai giao hoan.

e Trudng l1a vanh ma trong d6 phép nhan c6 phan tit don vi va moi phan
t ¢6 phan ti nghich d4o. Khudn miu cda trudng chinh 12 tap cac sd
httu ty hay tap cac so thuc.

 Khong gian tuyén tinh hay khong gian véc td trén mot trudng 1a mot
nhom giao hoan v6i phép toan cOng va cac phép toan nhan v6 huéng
v6i cac phan i clia trudng. Khai niém nay c6 khudén mau 1a khong
gian ba chiéu véi cac phép tinh véc to.

Chuyén nganh Pai s6 dudc chia thanh cic chuyén nganh hep chuyén
nghién cifu cic cu tric dai sd théa man cling mot hé tién dé. Vi du nhu cac
cAu tric dai s6 dudc trinh bay & trén 13 d6i tugng nghién ctiu ctia Ly thuyét
nhom, Ly thuyét vanh, Ly thuyét trudng va Pai s tuyén tinh. C4c chuyén
nganh hep ctia Pai sd con dudc chia nhd ra nhu Ly thuyét vanh bao gém
hai chuyén nganh hep chinh 13 Vanh két hop (phép nhan théa man luat két
hdp) va Vanh giao hoan (phép nhan thoa man luat giao hoan).

Do Pai sb6 nghién ctiu cic quy luat tinh todn va nghiém ctia phucng
trinh nén Dai sd déng vai trd rat quan trong S6 hoc va Hinh hoc. Bén canh
do, céac cu tric dai s6 con xuit hién trong nhiéu nganh toan hoc khac. Khi
do6, chung thudng c6 cac phép toan tuong thich véi cac khai niém cua nganh
khac nhu dai s& Boole trong Lo gic, nhém td po trong To6 po, vanh cé chuin
va dai s6 vi phan trong Giai tich.

Toan hoc ngay nay c6 xu huéng dai s6 héa, c6 nghia 1a xay dung nhiing
cAu triic dai s6 c6 thé phan dnh dudc cac tinh chét ctia d6i tuong nghién ciu
ban diu. Phuong phdp nay nhiéu khi rt hiéu qua bdi vi né cé thé ap dung
nhiing cong cu rit manh ctia dai s6 vé suy luan hinh thiic d€ di sau vao cbt
16i clia van dé.



Cudn sach dau tién tdng hop cac khai niém va phuong phap cia Dai sd
tritu tuong 13 cudn “Pai s6 hién dai" clia Bartel Leendert van der Waerden
(1903-1996). Cho dén nay, cudn sach nay van dudc coi 12 mot cudn sach
gido khoa mau muc vé Pai s triru tugng. Hién nay, tén goi clia né dudc ddi
thanh "Pai s6" vi cdc kién thic dudc trinh bay trong d6 khong con hién dai
nita [4]. D€ tim hiéu buéc dau vé cic kién thidc dai s6 tritu tugng c6 thé doc
cudn "Pai s6" cia Michael Artin [1].
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