PA THUC (polynomial)
Da thiic 12 mot bicu thiic f ¢6 dang
f=a+ax+---+a,z",
trong d6 x 13 bién sd va ag, a1, . .., a, 12 nhiing s6 cho trudc, 1a da thiic.
Ngudi ta hay dung ky hiéu f(z) thay cho f d€ chi f la da thic cta bién .

Céc thanh phan ag, a1z, . . ., a,2" dudc goi 1a cic hang tit cha f. Véi
moii = 0,1,...,n, sd a; dudc goi 1a hé s6 cla 2’ trong f. Néu a,, # 0 thi
n dugc goi 12 bdc cta f, ky hiéu 1a deg f. Khi do, ta goi a,, 12 hé sé ddu cia

f.

Néuag = a; = -+ = a, = 0 thi ta goi f 1a da thitc khong, ky hiéu
cting 1a 0. D€ cho tién, ta quy dinh deg 0 = —oo theo nghia deg 0 nho hon
n véimoin > 0. Néudeg f = 0thi f = ag # 01amdtsbé. Néudeg f =1
thi f dugc goi 1a mot da thiic tuyén tinh.

Néu ta coi « nhu 12 mot s6 thong thudng thi ta ¢ thé thuc hién cac phép
tinh cong, trif va nhan hai da thiic véi nhau va van nhan dudc két qua 13 mot
da thuc. Vi du nhu néu

g=by+bix+---+byx"
la mét da thuc khac v6i m < n thi
f+g=_(ag+by) + (a1 +b1)x+ -+ (an + by)z",
trong d6 b; = 0 v6i moi i > m. Ta cling d€ dang thay
fg = (aoby) + (apbr + arbo)z + - - + (anbm)ajm+”.

Ta khong c6 phép chia hai da thic f/g vi néi chung ta khong thé tim
thiy da thiic h sao cho f = gh. Tuy nhién ta luon Iudn c6 thé chia h cho g
theo nghia sau:

B§ dé. Cho f va g 1a hai da thiic khac khong. Ta ludn tim thiy céc da thiic
h va v sao cho
f=gh+v,



v6i degv < deg g. Cac da thic h va v dugc xac dinh mot cach duy nhat véi
céc tinh chét trén.

Ta goi h 14 thuong, v 12 phdn dw ctia phép chia f cho ¢. Piéu kién
degv < deg g tuong tu nhu khi chia hai s6 tu nhién cho nhau ta s& nhan
dugc mot phan du nhé hon sb chia.

Ta c6 thé xdc dinh h va v theo thuit todn sau. Pit n = deg f va m =
degg. Néun < mthitadith = 0 vav = f. Khi d6 thuit toan sé ding.
Néu n > m thi ta xét da thic

a
fl = f — gxn—mg7

trong d6 a va b 1a hé s6 dau cla f va g. Ro rang 13 f c6 thé viét dudi dang
gh + v néu f; cé thé viét duéi dang gh; + v v6i degv < deg g. Ta tiép
tuc qua trinh trén véi f; va g. Do deg fi < m = deg g nén qua trinh nay
phai diing & mot budc thi ¢ nao do, cé nghia 1a f; c6 thé viét dudi dang
ghi + v v6i degv < deg g. Tt day suy ra f c6 thé viét duéi dang gh + v véi
deg v < deg g. Thuat toan trén day dudc goi la thudt todn Euclid.

Néu f = ghhay lav = 0 thitandi f chia hét cho g hay g 14 wdc cia f.

Trong trudng hdp ¢ = z—c véi ¢ 1a mot s6 nao dé thi degv < deg g = 1.
Néu degv = 0 thi v 12 mdt s6 khac khong. Néu deg v < 0 thi v chi ¢6 thé
12 khong. Tom lai ta ludn ludn c6 thé viét

f = ('r - C)h + v,
v6i v 1a mot sb6 nao do.
Ta c6 thé coi mbi da thiic f nhu mot him s vé6i
flc) =ap+ arc+ -+ a,c".

S6 ¢ dugc goi 1a nghiém cia f néu f(c) = 0. T cong thifc f = (v —c)h+v
ta nhan dudc mdi lién hé sau gitta nghiém va tinh chia hét cia f.

BG dé. f(c) = 0 khi va chi khi f chia hét cho = — c.



Néu c 1a nghiém ctia f thitacé f = (z — c¢)h v6i degh = deg f — 1.
Ngudi ta goi sO mil s 16n nhit sao cho f chia hét cho (z — ¢)® 1a boi clia
nghiém c, c6 nghiala f = (z — ¢)*h v6i h(c) # 0. Khi d6 ta c6 thé coi f
cO s nghiém c.

Ta c6 thé udc luong s6 nghiém ctia mot da thifc nhu sau.
Dinh ly. Néu deg f = n thi f c6 nhiéu nhit n nghiém.

Ta goi da thic f 13 bdt khd quy néu f khong chia hét cho bat ky mot da
thtic bac duong nhé hon deg f. Vi du nhu moi da thic tuyén tinh déu 1a bat
kha quy. Khai niém bat kha quy md rong khai niém sb nguyén t6 trong sd
hoc.

Thuc ra tinh bat kha quy phu thudc vao viéc ta xét cac da thic trén tap
hé s6 ndo. Néu ta chi xét cc da thifc c6 hé so hitu ty thi da thic 2> — 2 1a
da thiic bat kha quy. Pa thic niy khong bat kha quy trén tip céc sd thuc vi
22 — 2 chia hét cho z — /2.

Tong quat hon ta c6 thé xét cic da thiic trén mot vanh A cé don vi. Khi
do, da thiic trén A 1a mot biéu thic f c6 dang

f=ay+ax+---+aa”,

trong do z 12 bién sd va ag, a1, . . ., a, € A. Cac khai niém co ban lién quan
dén da thiic dudc dinh nghia tuong tu nhu trudng hop da thic thong thudng.

Do ta c6 thé cOng, trit va nhan hai da thic trén A véi nhau nén tap hop
tat ca cdc da thuc trén A 1ap thanh mot vanh dudc goi 1a vanh da thifc trén
A, ky hiéu la A[x].

Ta goi da thic f 1a chudn héa néu hé s6 dau ctia f 1a phan ti nghich
ddo trong A. Khi d6 ta c6 thé mé rong bd dé vé phép chia hai da thifc nhu
sau:

BG dé. Cho g € Alz] 1a da thitc chudn héa. Ta ¢ thé viét moi da thic
f € Alx] duéi dang
f=gh+w,



v6i h,v € Alx] va degv < degg. Cac da thic h va v dugc xac dinh mot
cach duy nhat qua céc tinh chat trén.

Chi y ring néu A 12 mot trudng thi moi da thiic g € A[z] déu c6 thé viét
dudi dang g = ag, trong d6 a 12 hé s6 dau ciia ¢ va ¢; 1a da thic chuin hoa.
Khi dé6 ta goi ¢ 1a da thitc chudn hoa ciia g. Ta ¢ thé chia f cho ¢ bing
cach chia f cho ¢;. Vi vay dinh Iy trén van diing cho moi da thiic g # 0 néu
A la mdt truong.

Ta goi da thic f 14 bdt khd quy trong A[z] néu f khdng chia hét cho bat
ky mot da thiic bac duong nho hon deg f trong Alx]. Néu A 1a mdt trudng
thi ta c6 thé phan tich moi da thic f € A[x] thanh tich cdc da thiic bt kha
quy va tip cac da thiic chuin hoa cia cdc da thic bat kha quy xuét hién
trong mot sy phan tich nhu vay dudc xac dinh mot cach duy nhit.

Da thitc n bién trén A 1a mot biéu thic f ¢ dang

_ 1 r
f — E Crl,...,rnxl e xnna

e, <r
trong d6 x1,...,x, la cdc bien s0 va ¢, , € A v6i moi bd sO nguyén
1,7 > 0thodmanry + -+ + 1, < r, v6ir > 0 la mdt sO nguyén

cho trudc. Céc phan t ¢, . dugc goi 1a hé s6 clia f. Céc thanh phan
Cryorn @y - - e dude goi la cac hang ni cia f. Ngudi ta hay dung ky hiéu
f(z1,...,z,) thay cho f d€ chi f 1a da thic cta cac bién x1, . .., z,.

Céc biéu thic z7' - - - 2" dudc goi l1a don thifc. Bac ctia don thic x7' - - - 2!

n
latong ri+---+7r, clacdc sOmi. Néur; = --- =7, = 0thiz}]' - - 2'n =
1. Ta quy dinh bac cua da thic 0 1a —oo. Bdc cia da thic f # 0 la bac 16n
nhat clia cdc don thiic v6i hé sd khac khong cia f. Ta ky hiéu bac clia f v6i

deg f. Chu y rdng deg f < 0 khi va chi khi f € A.

Khi viét mot da thic nhiéu bién ngudi ta thudng sap xép cac hang tii theo
mot thif tu ndo dé cla cac don thiic. Thi tu thudng dugc st dung nhit 13 i
tu tir dién coi x1, ..., v, nhu nhiing chi cai va don thic ' - - - 2'» nhu mot
cht bao g6m r1 chit céi x1,..., r, chit cdi x,. Nhu vy, z;' - - - z/» s€ diing
trudc ' - - - i néur, < s hay r; = s; nhung so < 79, v.v. Theo thu ty tu
diénthitacothécoil < 2y < 1y < 22 < mmy < 22 < -+ < w1 < 2.



Khi d6 ta c6 thé viét moi da thiic hai bién bac r dudi dang
r—1 T
f = C0,0 + C10T1 + Co12 + 0+ Clr—1T1%9 -+ Co,rLy.

Néu ta coi 1, . . . , &, nhu cac phan tii trong A thi ta c6 thé thuc hién céc
phép tinh cdng, trlif v nhan véi cic da thiic n bién trén A. Tap céc da thic n
bién trén A dugc goi vanh da thiic n bién trén A, ky hiéu la Alxy, ..., x,)].
Ta c6 thé coi Alxy,...,x,] 1a vanh da thiic ctia bién z,, trén vanh da thiic
(n — 1) bién Alxy, ..., 7, 1], co nghiala

Alzy, ...,z = Az, .o ] [xn].

Diéu nay cho phép ta quy viéc nghién cttu vanh da thifc nhiéu bién vé viéc
nghién ctu vanh da thiic mot bien.

Véimoia = (ay,...,q,) € A" tating véi da thic f & trén mot phan ti
f(a) € A nhu sau:

)= % el ol

ritetrp <r

Néu f(a) = 0 thi ta goi a 1a nghiém ctia f. Ta c6 thé coi f 1a mdt ham tur
A" vao A va tap nghiém cua f nhu la mét hinh hinh hoc trong A”. Cac khai
niém nay cho ta mot cau ndi gitta dai s6 va hinh hoc.

Pa thic f dudc goi 1a thudn nhdt néu moi hang ti khac khong cia f déu
c6 cung bac. Vi du nhu a2 + - - - + a, 2, 12 da thic thuan nhit. Néu a =
(a1, ..., a,) 1a nghiém clia da thic thuan nhit f thi A\a = (Ao, ..., Aay,)
cing 1a nghiém cta f. Cdc nghiém dang nay c6 thé coi nhu mot dusng
thang di qua diém gbc (0,...,0) ctia A™. Vi vay tip nghiém ctia mot da
thic thuin nhét 1a hop ctia mot sé6 dudng thang di qua diém gbc. Diéu nay
dan dén su ra doi ctia hinh hoc xa dnh coi mdi dudng thang di qua diém gbc
nhu 12 mot di€ém trong mot khong gian mdi.
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