PIEU KHIEN TOI UU LIEN QUAN DPEN PHUONG TRINH VI PHAN
THUONG (optimal control problems involving ordinary differential
equations)

DPé c6 mot vi du cu thé vé bai toan diéu khién tbi wu, ching ta xét
bai todn tiéu dung téi wu (optimal consumption). Ky hiéu x(¢) > 0 1a vén
(capital) clia mot nén kinh t€ & thdi diém ¢. Lugng von x(t) nay dugc chia
lam hai phan: u(t)z(t), v6i u(t) € [0,1], 1a phdn vén duoc sic dung dé ddu
tut phdt trién, va (1 —u(t))x(t) 1a phdn von duoc sit dung dé'tiéu dung. Gia
st rang von ban ddu 1a xy > 0 va luong tai dau tu ti 18 thuin véi tbc do ting
trudng von theo hé s6 k. Khi dé, ta c6 phuong trinh

(D

Phan tiéu dung dua dén su théa mdn tiéu ding (consumption satisfaction),
tinh sau mot khoang thoi gian dau tu [0, T'], dudc cho bdi cong thiic

Tr(z,u) = /0 (1 — w()z(t)]*dt + az®(T), )

§dé a > 0vaa > 01acic hé sb phu thudc vao tiing xa hoi. Bai toan dit
ra cho nha quén 1y 12 tim ham diéu khién chip nhan dudc u(-) sao cho cling
v6i ham z(+) tim dugc t viéc gidi bai todn gid tri ban ddu cho phuong trinh
vi phan tuyén tinh (1), phiém ham J7(z, u) trong (2) dat gi tri 16n nhét.
MOi cdp ham (x, u) nhu vay dudc goi 1a mot nghiém clia bai todn dugc xét.

Néu ham diéu khién chip nhan dugc u: [0,7] — R, u(t) € [0,1] véi
moi ¢ € [0, 7], dugc chon 1a ham lién tuc, thi hé (1) c6 nghiém duy nhat
z: [0,T] — R, va nghiém d6 la ham kha vi Fréchet lién tuc. Do do, tich
phan & (2) 1a tich phdn Riemann. Tuy thé, néu ham diéu khién dugc lay
tu tdp hgp cac ham lién tuc, hay tu tdp hop cac ham lién tuc tung khuc,
thi c6 nhiéu bai toan diéu khién t6i uu khong cé nghiém. Trong ly thuyét
diéu khién ti wu, ngudi ta di nhan thiy ring tip hop cdc ham do dugc



theo Lebesgue (Lebesgue measurable functions) 12 tip hop cac ham diéu
khién thich hgp nhat. Mot ham s6 u: [0,7] — R dudc goi la do dugc
theo Lebesgue néu dnh ngudc ctia mdi nira dudng thang md (—oo, 7), véi
v € R dugc ldy tuy ¥, 1a tdp hop do duogc theo do do Lebegue trén [0, 1.
Tiic 14, v6i mdi v € R, tdp hop {t € [0,T] : u(t) € (—o0,7)} la do
dugc theo Lebegue. Mbi ham w nhu vdy chi can dudc x4c dinh trén mot
tdp co do do du (a set of full measure) cua [0, T]. N6i cach khac, hai ham
do dugdc u! va u? tt [0, 7] vao R dudc coi la trung nhau néu u!(t) = u?(t)
hdu khdp (viét tat 12 h.k.) trén [0, 7). Diéu d6 cling c6 nghia 1a tip hop
{t € [0,T] : u(t) # u?(t)} c6 do do 0. Néu u la do dudc, thi c6 ton tai
duy nhét mot ham lién tuc tuyét déi x : [0,T] — R 1a nghiém ctia (1). Vi
ham lién tuc tuyét ddi chi c6 dao ham Fréchet hau khip ndi va vi u(t) ciing
chi xac dinh v6i h.k. t € [0, T], nén hé (1) dugc viét thanh

{i@)—km@ﬁdﬂ, h.k.t € (0,77,
z(0) = xo,

va tich phan & (2) dudc hiéu la tich phdn Lebesgue. Trong bai toan dang
xét, vi ham u 12 do dudc, gi6i nodi, va ham =z 1a lién tuc tuyét déi, nén ham
dudi dau tich phan 1a kha tich; do d6 Jr(z, u) 1a mot sb thuc.

Céc khai niém tu giai tich ham, nhu do do Lebesgue, ham do duoc theo
Lebesgue, tich phdn Lebesgue, ham lién tuc tuyét doi, cong thiic Newton-
Leibnitz cho cdc ham lién tuc tuyét doi, ham co bién phdn gidi noi, o-dai
so Borel, ham do duoc theo Borel, tich phdn Lebesgue-Stieltjes..., va cac
két qua clia gii tich hAm nhu Dinh Iy Riesz m6 ta khong gian dbi ngiu cia
khong gian cac ham lién luc, déng vai trd quan trong ly thuyét diéu khién
toi vu.

C6 thé phat biéu bai toan diéu khién t6i uu & nhiéu dang khic nhau.
Dudi day chung ta xét bai toan dang Mayer.

Dbi véi mot doan [ty, T] cho trudc clia dudng thiang thuc, ta ky hiéu
o-dai so cdc tap con do dudc Lebesgue clia né (t.u., o-dai s6 cac tp con do
dudc theo Borel clia nd) bdi L (t.u., B). Khong gian Sobolev Wi ([ty, T]; R™)



12 khong gian tuyén tinh ctia cac ham lién tuc tuyét doi z: [ty, 7] — R”
T
dudc trang bi chuln x|y = ||z (to)|| +/ |(t)]|dt.
to
Xét bai todn diéu khién téi wu thoi gian hitu han dang Mayer, dudc ky
hiéu bdi M,

Tim cuc ti€u g(z(ty), z(T)) 3)
theo x € W1([ty, T], R™) va cac ham do dudc theo Lebesgue u: [tg, T] —
R™ thoa man
(©(t) = f(t,z(t),u(t)), hk.t€ [ty,T],

4
(t) € U(D), hk.t € [to, T], “
h(t,z(t)) <0, Vit € [to, T1,

\

& do6 [to, T] 1a khodng sb thuc cho truée, g: R® x R® — R, f: [to, T] X
R" x R™ — R", va h: [ty,T] x R" — R 1a cac ham da cho, C C R" x R"”
la tap dong, va U : [tg, T] = R la mot anh xa da tri.

Mot ham do dugc theo Lebesgue u: [tg, 7] — R™ théa man u(t) €
U(t) hk. t € [ty,T] dugc goi la ham diéu khién (control function). Mot
qud trinh (x,u) (process) bao gdm mot ham diéu khién v va mot ham = €
WhL([tg, T]; R™) 1a nghiém ctia phuong trinh vi phan trong (4). Mot quy
dao trang thdi (state trajectory) x 13 thanh phan thid nhat ctia mot qua trinh
(z,u) nao d6. Mot qud trinh (x, u) dudc goi 1a chdp nhdn dugc (feasible)
néu quy dao trang thai thda man rang budc dau muit (endpoint constraint)
(x(to), x(T)) € C va rang budc trang thdi (state constraint) h(t, z(t)) <0
v6i moi t € [ty, T).

Do c6 su tham gia cua rang budc trang thai, bai toan M trong (3)—(4)
dudc goi 12 bai todn diéu khién téi wu vdi rang budc trang thdi. Nhung néu
bét ding thic h(t, 2(t)) < 0 dugc thda man v6i moi (¢, z(t)) mat € [ty, T]
vi x € WH([tg, T];R") (vi du nhu khi h 13 ham hing nhin mot gid tri
khong duong cd dinh), nghia la diéu kién h(t, z(t)) < 0 v6i moi t € [to, T



c6 thé bd ra khai (4), thi ngudi ta néi rang M 14 mot bai todn diéu khién toi
uu khong co rang budc trang thdi.

Mot qua trinh chip nhan dugc (Z, i) dudc goi 1a mot nghiém dia phuong
Whl (a Wh! local minimizer) cia M néu ton tai 6 > 0 sao cho

9(x(to), 2(T)) < g(x(to), =(T)),

v6i moi qua trinh chap nhan dugc (x, u) théa man ||Z —z||y1 < 5. Mot qua
trinh chip nhan dudc (z, %) dudc goi 1a mot nghiém toan cuc Wt (a Wit
global minimizer) ctia M néu, v6i moi qu4 trinh chip nhan dugc (z,u), ta
c6 g(z(to), Z(T)) < g(x(to), x(T)).

Néu trong (3) thay cho g(z(ty), z(T)) la

/ Pt 2(t). u(t))dt + g(z(to), 2(T))

to

T
(t.u., / F(x(t),u(t),t)dt), 5d6 F: R x R" x R™ — R l1a mot ham sd
to N > %
cho trudc, thi (3)—(4) dudc goi la bai todn diéu khién toi wu thoi gian hitu
han dang Bolza (t.u., bai todn diéu khién toi wu thoi gian hitu han dang
T

Lagrange). O day, / F(t,z(t),u(t))dt ky hiéu tich phan Lebesgue cua
2 to
ham so thuc ¢ — F'(t, x(t), u(t)) trén doan [ty, T].

Cdc dinh ly tén tai nghiém trong ly thuyét diéu khién tbi vu dua ra céac
dicu kién thich hgp dam bao su ton tai nghiém toan cuc cua bai toan dugc
X€t.

Cdc nguyén Iy cuc dai trong 1y thuyét diéu khién tdi uu - 12 nhiing dinh ly
toan hoc quan trong ma nhitng phién ban dau tién da ducc L. S. Pontryagin
va cdc cong su phat biéu va chiing minh - chi ra cac diéu kién can ma mot
nghiém dia phuong phai théa man. Pdi véi mot sb 16p bai toan diéu khién
t6i uu, bang cach két hop mot dinh 1y ton tai nghiém véi mot nguyén ly



cuc dai thich hop, dong thdi khai thac ciu tric dic biét ctia bai todn dudc
xét, nguidi ta c6 thé xdc dinh dugc tp nghiém dia phuong va tim dudc tap
nghiém toan cuc cia bai toan. Con néi chung, bai todn diéu khién tbi uu
khong giai dudgc dudi dang hién. Khi d6, ngudi ta sit dung cdc thuat toan dé
gii s6 bai toan da cho.

Nguyén Iy quy hoach dong cia R. Belman chi ra diéu kién can ma
nghiém toan cuc cla bai toan diéu khién t6i uu phai thda man. Dudi mot sd
diéu kién, nguyén ly nay cho phép gidi bai toan thong qua mot phuong trinh
dao ham riéng ma ngay nay thuong dudc goi la phuong trinh Hamilton-
Jacobi-Bellman.

Do6i khi, ngudi ta két hop ci nguyén Iy cuc dai va nguyén Iy quy hoach
dong trong viéc nghién ciu ly thuyét hodc giai hién bai toan diéu khién ti
uu da cho.

Ly thuyét diéu khién t6i vu, Nguyén ly cuc dai, Nguyén ly quy hoach
dong dudc trinh bay trong nhitng muc riéng. O day chiing ta chi luu ¥ rang
thuyét diéu khién t6i wu c6 rat nhiéu dng dung quan trong trong k¥ thuat
(thiét k& t6i uu, robot hoc,...), khoa hoc khong gian, khoa hoc quan ly (diéu
khién ti uu cic hd chia va nha mdy thdy dién,...), va kinh té.
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