
HÀM LIÊN TỤC (continuous function)

Đây là một khái niệm cơ bản của giải tích toán học. Cho f là hàm nhận
giá trị thực xác định trên D ⊆ R, tức là f : D → R. Khi đó ta nói f liên tục
tại điểm x0 ∈ D, hay liên tục tại điểm x0 trên tập hợp D nếu với mọi ε > 0
tồn tại một δ > 0 sao cho với mọi x ∈ D thỏa mãn |x − x0| < δ ta có bất
đẳng thức

|f(x)− f(x0)| < ε.

Nếu ký hiệu U(x0, δ) := (x0 − δ, x0 + δ) và V (f(x0), ε) := (f(x0) −
ε, f(x0) + ε) là δ-lân cận và ε-lân cận tương ứng của x0 và f(x0), thì định
nghĩa trên có thể được diễn đạt lại như sau: f liên tục tại điểm x0 ∈ D
nếu với mọi ε-lân cận V = V (f(x0), ε) của f(x0) tồn tại một δ-lân cận
U = U(x0, δ) của x0 sao cho f(U ∩D) ⊆ V .

Sử dụng khái niệm giới hạn ta có thể nói f liên tục tại điểm x0 trên tập
hợp D nếu giới hạn của nó trên D tại điểm x0 tồn tại và bằng f(x0):

lim
x→x0, x∈D

f(x) = f(x0).

Bằng ngôn ngữ giới hạn của một chuỗi, sự liên tục của f tại điểm x0 có
thể được định nghĩa: f liên tục tại điểm x0 trên tập hợp D nếu đối với mọi
chuỗi các điểm xn ∈ E, n = 1, 2, . . . , sao cho limn→∞ xn = x0, ta có

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Ba định nghĩa hàm liên tục tại một điểm trên đây là tương đương.
Nếu f liên tục tại x0 trên tập hợp D∩{x : x ≥ x0} (hay D∩{x : x ≤

x0}), khi đó ta nói f liên tục phải (hay trái) tại x0.
Tất cả các hàm sơ cấp cơ sở đều liên tục tại tất cả các điểm thuộc miền

xác định của chúng. Một tính chất quan trọng của hàm liên tục là tập hợp
các hàm liên tục đóng đối với các phép tính số học và đối với hợp của các
hàm. Chi tiết hơn, nếu hai hàm nhận giá trị thực f : D → R và g : D → R
liên tục tại điểm x0 ∈ D, khi đó tổng f + g, hiệu f − g, tích fg và thương
f/g với g(x0) ̸= 0 cũng liên tục tại điểm x0 ∈ D. Nếu f : D → R và
φ : E → R, E ⊆ R sao cho φ(E) ⊆ D và hàm hợp f ◦φ có nghĩa, nếu tồn
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tại một điểm y0 ∈ E sao cho φ(y0) = x0 và nếu φ liên tục tại y0 ∈ E, khi
đó f ◦ φ cũng liên tục tại y0 ∈ E. Trong trường hợp này, ta có

lim
y→y0

f ((φ(y)) = f

(
lim
y→y0

φ(y)

)
= f (φ(y0)) .

Từ những tính chất này của hàm liên tục ta suy ra là không những chỉ hàm
sơ cấp cơ sở liên tục, mà tất cả các hàm sơ cấp cũng liên tục trên miền xác
định của chúng. Tính liên tục cũng được bảo tồn đối với sự chuyển đổi giới
hạn đều: nếu chuỗi hàm {fn} hội tụ đều trên tập D và nếu mọi hàm fn liên
tục tại x0 ∈ D, n = 1, 2, . . ., khi đó

f = lim
n→∞

fn

liên tục tại x0 ∈ D.
Nếu hàm f : D → R liên tục tại mọi điểm của D, thì ta nói f liên tục

trên D. Nếu x0 ∈ E ⊆ D và f liên tục tại x0 ∈ D, khi đó thu hẹp của f
trên E cũng liên tục tại x0 ∈ E. Nói chung, điều ngược lại không đúng. Ví
dụ, hàm Dirichlet liên tục trên tập hợp số hữu tỷ và trên tập hợp số vô tỷ
nhưng bản thân hàm này lại gián đoạn tại tất cả các điểm của đường thẳng
thực.

Một lớp hàm liên tục quan trọng là lớp các hàm liên tục trên một khoảng.
Chúng có tính chất sau đây.

Định lý Weierstrass thứ nhất: Nếu một hàm liên tục trên một khoảng
đóng, thì nó bị chặn trên khoảng này.

Định lý Weierstrass thứ hai: Nếu một hàm liên tục trên một khoảng
đóng, thì nó nhận giá trị lớn nhất và bé nhất trên khoảng này.

Định lý Cauchy về giá trị trung gian: Nếu một hàm liên tục trên một
khoảng đóng, thì nó nhận bất kỳ giá trị nào ở giữa hai giá trị tại điểm đầu
và điểm cuối của khoảng này.

Định lý về hàm ngược: Nếu một hàm liên tục và đơn điệu chặt trên một
khoảng, thì nó có hàm ngược đơn trị cũng xác định trên một khoảng, đơn
điệu chặt và liên tục trên khoảng này.

Định lý Cantor về tính liên tục đều: Nếu một hàm liên tục trên một
khoảng đóng, thì nó liên tục đều trên khoảng này.
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Một hàm liên tục trên một khoảng đóng có thể được xấp xỉ đều với độ
chính xác tuỳ ý bằng một đa thức đại số. Một hàm liên tục f trên [0, 2π] sao
cho f(0) = f(2π) có thể được xấp xỉ đều với độ chính xác tuỳ ý bằng một
đa thức lượng giác (xem Định lý Weirstrass về xấp xỉ hàm số).

Khái niệm hàm liên tục có thể được tổng quát cho hàm nhiều biến. Định
nghĩa trên có thể giữ nguyên một cách hình thức nếu ta xem D như là một
tập con của không gian Euclid d-chiều Rd, |x − x0| như là khoảng cách
giữa hai điểm x ∈ D và x0 ∈ D, U(x0, δ) như là δ-lân cận của x0 ∈ Rd,
và limn→∞ xn = x0 như là giới hạn của một chuỗi các điểm trên Rd. Một
hàm f : D → Rd, D ⊂ Rd, phụ thuộc vào các biến x1, . . . , xd liên tục tại
điểm y = (y1, . . . , yd) còn được gọi là liên tục chung tại điểm y theo các
biến x1, . . . , xd, để phân biệt với hàm liên tục theo từng biến riêng rẽ. Một
hàm f : D → Rd, D ⊆ Rd, được gọi là liên tục theo biến x1 tại điểm y nếu
thu hẹp của f trên tập hợp

D ∩ {x = (x1, . . . , xd) : x2 = y2, . . . , xd = yd}

liên tục tại điểm y1 như là hàm một biến phụ thuộc vào x1. Một hàm
f : D → Rd, D ⊆ Rd, d ≥ 2, có thể liên tục tại một điểm theo từng
biến x1, . . . , xd riêng biệt nhưng không nhất thiết phải liên tục chung tại
điểm này.

Định nghĩa hàm liên tục có thể mở rộng trực tiếp cho hàm nhận giá trị
phức. Ta chỉ cần xem |f(x) − f(x0)| trong định nghĩa như là chuẩn của
số phức f(x) − f(x0) và limn→∞ f(xn) = f(x0) như là giới hạn trên mặt
phẳng phức. Tất cả các định nghĩa này là trường hợp đặc biệt của khái niệm
tổng quát hơn của hàm liên tục với miền xác định là một không gian tô pô
và nhận giá trị trên một không gian tô pô khác (xem Ánh xạ liên tục).
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