HAM LIEN TUC (continuous function)

bay la mot khai niém co ban cua giai tich toan hoc. Cho f la ham nhan
gia tri thuc xac dinh trén D C R, ticla f: D — R. Khi d6 tanéi f lién tuc
tai diém xy € D, hay lién tuc tai diém x trén tdp hop D néu véi moi e > 0
ton tai mot & > 0 sao cho v6i moi # € D thda min |z — | < & ta c6 bt
dang thiic

|f(z) = fzo)| <e.

Néu k}// hléu U($0,5> = ((EO — 5, To + 5) va V(f(x‘o),&‘) = (f(.’l?o) —
e, f(xg) + €) 1a 9-1an cén va e-1an can tuong Gng cla z( va f(xo), thi dinh
nghia trén c6 thé dudc dién dat lai nhu sau: f [ién tuc tai diém vy € D
néu v6i moi e-1an can V' = V(f(xg),€) cla f(zo) ton tai mdt J-lan can
U = U(xg,0) cta zg sao cho f(UND) C V.

St dung khéi niém gidi han ta c6 thé néi f lién tuc tai diém x trén tap
hop D néu gidi han ctia n6 trén D tai diém z, ton tai va biang f(x):

lim  f(z) = f(z0).

x—xg9, r€D

Bing ngdn ngif gi6i han ciia mot chudi, su lién tuc cla f tai diém g c6
thé dudc dinh nghia: f lién tuc tai diém z trén tip hop D néu dbi véi moi

chudi cic diéfm z,, € E,n =1,2,...,sao cho lim,,_,o =, = Z0, ta cd
lim f(x,) = f(x0).
n—oo

Ba dinh nghia ham lién tuc tai mot di€m trén day 1a tuong duong.

Néu f lién tuc tai zg trén tap hop DN {z : 2 > zo} (hay DN{z: z <
xo}), khi d6 ta néi f lién tuc phai (hay trai) tai x.

TAt ca cac ham so cap co sé déu lién tuc tai tat ca cac diém thudc mién
xdc dinh cta ching. Mot tinh chit quan trong ctia ham lién tuc 1a tip hop
cac ham lién tuc dong dbi véi cac phép tinh s6 hoc va dbi véi hop clia cac
ham. Chi tiét hon, néu hai hAm nhan gid trithuc f: D - Rvag: D - R
lién tuc tai diém zy € D, khi d6 tong f + g, hiéu f — g, tich fg va thuong
f/g véi g(zg) # 0 cling lién tuc tai difm 2y € D. Néu f: D — R va
0: E— R, E CRsaocho p(E) C D vaham hgp f o ¢ c6 nghia, néu ton



tai mot diém 1y € E sao cho (yy) = x¢ va néu ¢ lién tuc tai yy € F, khi
do f o ¢ cling lién tuc tai yy € E. Trong truong hop nay, ta co

lin £ (o) = 1 ( im0 ) = 1 (o)

Tur nhiing tinh chét nay ctia ham lién tuc ta suy ra la khong nhiing chi ham
sO cap co s4 lién tuc, ma tit ca cdc ham so cip ciling lién tuc trén mién x4c
dinh cta ching. Tinh lién tuc ciing dudc bao ton ddi véi su chuyén ddi gidi
han déu: néu chudi ham { f,,} hdi tu déu trén tap D va néu moi ham f,, lién
tuctaixg € D,n=1,2,...,khido

f= lim f,
n—oo
lién tuc tai zg € D.

Néu ham f: D — R lién tuc tai moi diém ctia D, thi ta néi f lién tuc
trén D. Néu zp € E C D va f lién tuc tai xy € D, khi do thu hep cia f
trén E ciing lién tuc tai zy € F. N6i chung, diéu ngugc lai khong diing. Vi
du, ham Dirichlet lién tuc trén tap hop s6 hitu ty va trén tap hop s6 vo ty
nhung ban than ham nay lai gidn doan tai tit ca cdc diém cia dudng thang
thuc.

Mot 16p ham lién tuc quan trong 1a 16p cac ham lién tuc trén mot khoang.
Chiing c6 tinh chét sau day.

Dinh 1y Weierstrass thit nhit: Néu mot ham lién tuc trén mot khoang
dong, thi n6 bi chan trén khodng nay.

Dinh ly Weierstrass thi hai: Néu mot ham lién tuc trén mot khoang
dong, thi né nhan gi4 tri 16n nhat va bé nhit trén khodng nay.

Dinh Iy Cauchy vé gia tri trung gian: Néu mot ham lién tuc trén mot
khodng déng, thi né nhan bt ky gia tri ndo & gilia hai gi4 tri tai diém dau
va di€m cubi ctia khoang nay.

Pinh ly vé ham ngudc: Néu mot ham lién tuc va don diéu chit trén mot
khoang, thi n6 c6 ham ngudc don tri ciing xac dinh trén mot khoang, don
diéu chat va lién tuc trén khoang nay.

Dinh ly Cantor vé tinh lién tuc déu: Néu mot ham lién tuc trén mot
khodng déng, thi né lién tuc déu trén khoang nay.



Mot ham lién tuc trén mot khoang dong c6 thé dude xap xi déu véi do
chinh x4c tuy ¥ bing mot da thiic dai s6. Mot ham lién tuc f trén [0, 27] sao
cho f(0) = f(2n) c6 thé dudc xAp xi déu véi do chinh xdc tuy ¥ bang mot
da thic luong gidc (xem Pinh 1y Weirstrass vé xap xi ham sd).

Kh4i niém ham lién tuc c6 thé dudc tdng quat cho ham nhiéu bién. Pinh
nghia trén c6 thé gilt nguyén mot cach hinh thic néu ta xem D nhu 1a mot
tap con clia khong gian Euclid d-chiéu R?, |z — x| nhu 1a khodng cich
gitta hai diéfm x € D va g € D, U(xg,d) nhu 1a §-1an can clia 2y € RY,
va lim,,_,o0 T,, = 2o nhu 12 gidi han ctia mot chudi cac diém trén RY. Mot

ham f: D — R? D C RY phu thudc vio cic bién 1, ..., x4 lién tuc tai
di€ém y = (y1,...,yq) cOn dugc goi la lién tuc chung tai di€m y theo cac
bién z1, ..., x4, d&€ phan biét v6i ham lién tuc theo tiing bién riéng ré. Mot

ham f: D — R D C RY, dudc goi 1a lién tuc theo bién x; tai diém y néu
thu hep cua f trén tap hop

Dﬁ{x:(azl,...,a:d)::Iizzyzy---,fﬂd:yd}

lién tuc tai di€ém y; nhu 12 hAm mot bién phu thudc vao ;. Mot ham
f:D — RY D C RY d > 2, c6 thé lién tuc tai mot diém theo ting
bién z1, ..., x4 riéng biét nhung khong nhit thiét phai lién tuc chung tai
di€ém nay.

Pinh nghia ham lién tuc c6 th€ md rong truc tiép cho ham nhan gid tri
phtic. Ta chi cin xem |f(x) — f(xo)| trong dinh nghia nhu 1a chuin cla
s6 phic f(z) — f(zo) va lim, o f(z,) = f(x) nhu la gidi han trén mat
phang phiic. Tat c4 cc dinh nghia nay 13 trudng hop dic biét cia khai niém
tong quat hon ctia ham lién tuc v6i mién xac dinh 1a mot khong gian td pd
va nhan gia tri trén mot khong gian t6 po khac (xem Anh xa lién tuc).
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