
TÍNH ỔN ĐỊNH (stability of a solution)

Xét hệ phương trình

ẋi = f i(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (1)

ở đây x1, . . . , xn là các ẩn hàm của biến thời gian t, còn f i, i = 1, . . . , n là
các hàm đã cho của các biến t, x1, . . . , xn. Bằng các đặt

x = (x1, . . . , xn),

f(x,x) = (f 1(t,x), . . . , fn(t,x)),

ta có thể biểu diễn hệ phương trình trên qua dạng véc tơ như sau

ẋ = f(t,x). (2)

Hàm véc tơ

x = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ I,

là nghiệm của hệ phương trình (1) hay phương trình véc tơ (2). Bài toán
Cauchy cho hệ (2) là bài toán tìm lời giải của nó thỏa mãn điều kiện ban
đầu

x1(t0) = x10, . . . , x
n(t0) = xn0 ,

hay

x(t0) = x0. (3)

Giả sử các hàm số f i(i = 1, 2, . . . , n) có đạo hàm riêng bậc nhất liên
tục. Lời giải của hệ phương trình này (ta ký hiệu là x(t, t0;x0)) được gọi là
ổn định theo nghĩa Lyapunov, nếu với mỗi ϵ > 0 luôn tồn tại δ > 0 sao cho
khi |xi0 − x̃i0| < δ, i = 1, 2, . . . , n thì trong khoảng t0 ≤ t < ∞ bất đẳng
thức sau đây thỏa mãn

|xi(t, t0;x0)− xi(t, t0; x̃0)| < ϵ, i = 1, 2, . . . , n.

Lời giải của hệ phương trình vi phân trên có thể xem như chuyển động
của chất điểm trong không gian n-chiều. Nếu điều kiện ổn định trên không
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thỏa mãn, thì hệ được gọi là không ổn định. Lời giải x(t, t0;x0) được gọi là
không bị nhiễu, còn x(t, t0; x̃0) được gọi là lời giải bị nhiễu. Ý nghĩa hình
học của ổn định là tại mọi thời điểm t ≥ t0 điểm của chuyển động bị nhiễu
nằm trong lân cận đủ nhỏ của điểm tương ứng của chuyển động không bị
nhiễu. Nếu ta đặt xi(t, t0; x̃0) = xi(t, t0;x0) + x̄i, i = 1, 2, . . . , n, khi đó lời
giải không bị nhiễu ứng với x̄i = 0, vấn đề ổn định theo Lyapunov dẫn đến
vẫn đề xét tính ổn định của nghiệm tầm thường x̄i = 0, i = 1, 2, . . . , n. Để
cho đơn giản, ta sẽ bỏ dấu gạch trên xi. Khi đó vế phải của hệ phương trình

f i(t, 0, . . . , 0) = 0. Hệ
dxi

dt
= f i, i = 1, 2, . . . , n, có thể biểu diễn được

dưới dạng

dxi

dt
=

n∑

j=1

aijxj + φi(t, x
1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n,

với aij =
∂f i

∂xj
(t; 0, . . . , 0), i, j = 1, . . . , n, không phụ thuộc vào t. Hệ

dxi

dt
=

n∑

j=1

aijxj, i = 1, 2, . . . , n,

được gọi là hệ tuyến tính hóa của hệ (2).
Điều kiện đủ để nghiệm tầm thường ổn định có thể mô tả như sau: 1)

Giả sử tất cả các nghiệm của phương trình đặc trưng det(aij−λδij) = 0 có
phần thực âm; 2) tất cả các hàm φi(t, x

1, x2, . . . , xn) thỏa mãn điều kiện

|φi(t, x1, x2, . . . , xn)| ≤M
( n∑

i=1

(xi)2
)1/2+α

,

với M được chọn một cách thích hợp, α > 0. Khi đó lời giải tầm thường

của hệ
dxi

dt
= f i, i = 1, 2, . . . , n, ổn định.

Nếu ít nhất một nghiệm của phương trình đặc trưng det(aij −λδij) = 0
có phần thực dương, còn điều kiện 2) thỏa mãn, thì hệ không ổn định.
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Để biết khi nào nghiệm của phương trình đặc trưng có phần thực âm, ta
sử dụng dấu hiệu Routh-Hurwitz: Tất cả các nghiệm của phương trình

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0, an > 0,

có phần thực không âm khi và chỉ khi tất cả các định thức sau dương

D1 = a1, D2 =

∣∣∣∣
a1 a0
a3 a2

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0
a3 a2 a1
a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 ... 0
a3 a2 a1 0 ... 0
... ... ... ... ... ...

a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 ... an

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (am = 0, nếu m > n).
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