TO PO PAI CUONG (general topology)

12 chuyén nganh nghién ctiu cdc khong gian to6 pd tong quat va cac dnh
xa gitia ching thong qua céc dinh nghia va xy dung trong khuon kho cua
ly thuyét tap hop. Vi thé ma td pd dai cuong doi khi con dudc goi 1a to pd
di€ém-tap hop. Chuyén nganh to6 po dai cuong ndy sinh khi ngudi ta nghién
cliiu cac bai toan sau:

e Nghién cttu chi tiét vé& cdc tip hdp con cta dudng thang thuc, hay
truéc day ducc goi 1a t6 pd cla cdc tip hop diém;

 Xay dung khai niém da tap;

 Nghién ctitu vé khong gian métric, dic biét 1a khong gian tuyén tinh
dinh chuén trong nhitng ngay du cta ly thuyét gidi tich ham.

Ngay nay nhitng khai niém va két qua ctia to pd dai cuong dudc st dung
trong hau hét moi chuyén nganh todn hoc. Hai khdi niém khéi dau co ban
cua td po dai cuong la khong gian t6 pod va anh xa lién tuc, dudc gidi thiéu
bdGi nha toan hoc Felix Hausdorff vao nam 1914.

Mot 16 pé trén tap hop X 1la mdt ho cac tap con 7 cia X, goi la cac tap
md, thda man mot s6 tién dé. Tap X cung véi mot td pd 7 trén d6 dudc goi
1a khong gian t6 pd. Thong qua khai niém tdp md nay chiing ta ¢6 thé dinh
nghia dudc tinh chat "gan", "xa" gilta cdc phan tif cia khong gian. Tt d6 co
thé néi ring mot anh xa gitta hai khong gian to pd 1a lién tuc néu né bién
hai diém "gan nhau" thanh hai diém "gan nhau".

Mot trudng hdp cu thé ciia dnh xa lién tuc 1a phép dong phéi, mot song
anh lién tuc gitta cac khong gian td6 pd ma nghich dao ctia n6 ciing lién tuc.
Céc khong gian c6 thé dugc dnh xa vao nhau qua phép dong phdi dugc coi
12 gibng nhau trong td pd dai cuong. Mot trong nhiing vin dé co ban trong
td pd dai cuong 12 tim ra va nghién ciu cdc tinh chat cia khong gian t6 pd
dugc bao ton dudi phép dong phoi, dudc goi 1 bdt bién té pé.

TAt nhién, bt ky tinh chét nao cta khong gian dudc xay dung chi dua
vao to po trén do sé tu dong 1a mot bat bién td pd. Tinh bat bién to po cia
nhiing ddi tugng dudc xay dung vdi su trg gilp clia cdc ciu triic khac lién
két v6i tap hop diém ctia khong gian d6, chang han nhu nhém dong diéu, 1a
hoan toan khong hién nhién.



Vi du vé bit bién s ctia khong gian td pd 1a sb chiéu to po, hay chiéu
Lebesgue, day 1a sd nguyén dic trung cho kich thudc ctia khong gian. Bt
bién t6 po ciia khong gian khong nhit thiét phai biéu thi bang mot sb. Chang
han nhu tinh lién thong, tinh compact va kha niing métric hda 1a c4c bét bién
t0 pd. V4i cdc tinh chat 12 bat bién td po, chuing ta cé cic 16p khong gian
tuong dng théa man céc tinh chit d6. Thong dung nhit phai ké dén: khong
gian lién thong, khong gian compact, khong gian Hausdorff, khong gian
métric hoa dudc, ...

Nhiing bai toan noi tai quan trong cia to pd dai cuong bao gdm:
1. Tim ra nhiing 16p khong gian t6 pd quan trong mdi;
2. So sanh gitta cac 16p khong gian t6 p6d khac nhau;

3. Nghién cuu cac khong gian trong moi 16p khong gian td pd va cic
tinh chit pham tru trong mdi 16p do.

Dé gidi quyét bai toan thd nhat, ngudi ta thudng phai xét thém nhiing
cAu tric khac tuong thich tu nhién véi ciu tric to po ctia khong gian. Tir d6
phan biét cic 16p khong gian: khong gian métric héa dudc, khong gian sip
thi tu, khong gian cac nhém to po, khong gian ddi xing, . . ..

Phuong phap dung cac phu cling dugc st dung trong ca ba bai toan trén.
Qua ngdn ngif ctia phi va mbi lién hé gitta cac loai phii ta c6 thé xay dung
16p c6 ban cho céac khong gian compact va para compact, tif d6 c6 thé phat
bi€u dudc nhiéu tinh chit to po lién quan dén khdi niém compact. Phuong
phdp phii cling déng vai trd quan trong trong 1y thuyét vé chiéu cda cac
khong gian to po.

Trong bai toan thd hai, mdi lién hé gilta cac khong gian thdng qua cic
anh xa thudng dugc xem xét. Mot khong gian tdng quat, phic tap c6 thé
dudc mo ta nhu dnh ctia mot khong gian don gidn hon qua mot anh xa "tot".
Chang han nhu khong gian théa man tién dé dém dugc thit nhat c6 thé dugc
dac trung nhu la anh cua khong gian métric qua mdt anh xa md lién tuc.

Phuong phap dung cic hé truc tiép hoidc hé ngudc ctia ly thuyét pham
tril cling ¢6 moi lién hé chit ché véi phuong phap dung phi va anh xa néu
trén. N6 cho phép mo ta mot khong gian phiic tap nhu l1a mot hé anh xa gitia
cac khong gian don gian hon.



Mot phuong phap quan trong khac trong viéc nghién ciu bai toan tha
hai 13 st dung cdc bat bién td pod cé gid tri 12 ban sd cia tip hop. Céc bat
bién loai nay phll hdp véi ban chit ly thuyét tp hop clia té pd dai cuong.
Theo huéng nay, hé cdc bat bién ban s6 c6 nhiéu dang khic nhau va trong
thuc té c6 anh hudng dén tit ca céc tinh chit t6 pd khac. Mot dic tinh quan
trong cla cic bt bién ban s6 13 su phu thudc 1an nhau cia ching. Trén co
s d6 ta co thé thuc hién cdc phép todn s6 hoc vé6i cac bat bién nay va so
sanh do 16n cta ching. Nho dic tinh nay, 1y thuyét cac bt bién ban sb dong
vai trd hop nhét cic phan cla té po dai cuong.

Mot bai toan dang chi y lién quan dén céc nganh khéc 1a: Céc tinh chit
t6 po6 anh hudng nhu thé nao dén cic ciu tric tuong thich khac va quan hé
tuong hd gitta ching? Cac chu tric tuong thich cu thé dudc xét dén & day
lién quan dén nhém to pd, khong gian véc to to pd, do do trén khong gian
to po.

Chang han dng véi mdi khong gian compact Hausdorff ta c6 mot dai
s6 Banach cac ham thuc lién tuc trén d6. Nhu vy 1y thuyét khong gian to
pd c6 lién hé chiit ché véi ly thuyét dai s6 Banach. T pd yéu trén dai sd
Banach dong vai tro quan trong trong giai tich ham, ching tao thanh mot
16p cac to po6 khong métric hda dudce c6 rat nhiéu ting dung quan trong. Moi
khong gian Tikhonov dudc dic trung mot cach duy nhat qua vanh cic ham
thuc lién tuc trén dé trong to pd hoi tu tiing diém. Cac két qua kiéu nhu vay
cho thiy mdi lién két t6 pd dai cuong vdi Iy thuyét cac dai s6 to po.

T6 p6 dai cuong dong vai tro quan trong trong giao duc toan hoc. Cac
khai niém co ban vé tinh lién tuc, hoi tu va phép bién d6i lién tuc chi ¢
thé giai thich ro rang trong khuon kho cia cac khai niém va xay dung trong
t0 po. Khé ¢6 thé tim dugc mot linh vuc nao cia toan hoc ma khong dung
dén c4c khai niém va ngdn ngii cia td pd dai cuong. Vai trd cla to po dai
cuong trong toan hoc con thé hién thong qua viéc mot loat cac nguyén ly
va dinh Iy quan trong cta todn hoc chi c6 thé dugc phat biéu mot cach tu
nhién trong khuon kho cuia td pd dai cuong.

Chang han nhu khai niém compact, su tritu tuong héa c6 ngudn gdc
tif bd dé Heine-Borel vé viéc trich ra dudc mot phii con hitu han cia doan
thang. Pinh 1y vé tinh compact cta tich hai khong gian compact (su md
rong cuia viée hinh hdp trong khong gian hitu han chiéu 12 compact) va dinh



ly rang ham lién tuc trén mot khong gian compact dat dugc gid tri 16n nhat
va gid tri nhd nhéit.

Céc vi du néu trén c6 thé md rong sang cho nhiéu khai niém khdac trong
td pd dai cuong nhu khai niém tap thudc pham tru thd hai, khai niém day
dd, khdi niém md rong. Pic tinh cla cac khai niém nay va cic két qua lién
quan tdi chung la quan trong véi toan bd toan hoc noi chung va viéc nghién
ctfu nhitng khdi niém nay 1a tu nhién va trong sang nhat khi dugc dit trong
khuon kho cuia to pod dai cuong.
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