VI PHAN (differential)
Vi phan cia mot ham 12 phan tuyén tinh chinh ctia s6 gia ctia n.

HAM MOT BIEN THUC

Ham mot bién thuc nhan gia tri thuc f dudc goi 1a kha vi tai diém z néu
n6 dudc xac dinh trong mot 1an can cia diém ndy va ton tai mot sO a sao
cho soO gia

Ay = f(z+ Az) — f(2)
c6 thé dugc viét dusi dang

Ay = aAx + «,

véi moi diém z + Az nidm trong lan cin ndy, trong d6 a/Az — 0 khi
Az — 0. Bi€u thic aAzx thudng dude ky hiéu 1a dy va dudc goi 1a vi phan
clia f tai . Vi phan dy ty 1& thuan véi Az, tic 12 dy 1a mot ham tuyén tinh
ctia Az. Theo dinh nghia, khi Az — 0 s6 hang b sung a bé vo cling véi
bic cao hon bac cia Az ( va cao hon bic clia dy néu a # 0). Pay 1a ly do
tai sao vi phan dudc goi 13 phan chinh ctia s6 gia ctia ham.

P6i v6i mot ham kha vi tai diém x, Ay — 0 néu Az — 0, tidc 1a mot
ham kha vi tai mot diém thi ciing lién tuc tai diém d6. Mot ham f kha vi tai
diém x khi va chi khi n6 c¢6 dao ham hitu han tai diém do:

Ay
/ 1 _ .
fla) = fim K=o
hon thé nita,

dy = f'(z)Az.

Ton tai ham lién tuc khong kha vi.
Ky hiéu df (z) c6 thé dudc st dung d€ thay thé dy. Khi d6 phuong trinh
trén co dang
df (z) = f'(z)Aw.
S6 gia clia dbi s6 Az thudng dugc ky hiéu 1a dx, va dugc xem la vi phan
ctia bién doc 1ap. Vi vay ta co thé viét

dy = f'(x)dx.



Hay f'(z) = dy/dw, tic 12 dao ham bang ty s6 clia cic vi phan dy va dz.
Néu a # 0, thi Ay/dy — 1 khi Az — 0, tiic 1a néu a # 0, thi Ay va dy
1a cac dai lugng nhé c6 cung bac khi Az — 0; diéu nay cung véi cau tric
don gian cta vi phan (tic 1a tuyén tinh d6i véi Ax), thudng dudc st dung
trong cac phép tinh gin ding, bang cich xem Ay ~ dy v6i Az di nhd. Vi
du: néu mudn tinh f(z + Ax) theo f(x) da biét khi Az di nhd, ta xem

flz+ Az) = f(z) + dy.

R rang 1a cong thifc gan ding nay chi hitu ich néu c6 thé danh gia dudc sai
sO mot cach hiéu qua.

HAM NHIEU BIEN THUC

Céc dinh nghia vé tinh kha vi va vi phan c6 thé dudc md rong cho ham
n bién thuc nhan gid tri thuc. Trong trudng hop n = 2 mot ham thuc duge
goi 1a kha vi tai diém (x, y) dbi véi ca hai bién x va y néu n6 dugc xac dinh
trong mot 1an cin cda di€ém nay va néu sb gia tong thé cla nd

Az = f(z+ Az,y + Ay) — f(z,y)
c6 thé viét duge duéi dang

Az = aAz 4+ bAy + «,

trong d6 a va b 1a cic s thuc, a/p — 0néu p — 0 véi p := \/Ax? + Ay?
va gia thiét 1a diém (2 + Az, y + Ay) thudc 1an can néi trén.
Nguoi ta ky hiéu

dz = df (z,y) := aAx + bAy

12 vi phan ctia ham f tai diém (x,y). Ddi véi mot diém cho trude (x,y) vi
phan dz 12 mo6t ham tuyén tinh ctia Az va Ay; hiéu o = Az —dz 1a vo cling
bé c¢6 bac cao hon bic clia p. Theo nghia ndy dz 1a phan tuyén tinh chinh
clia s6 gia Az.
Néu f kha vi tai diém (z, %), thi n6 lién tuc tai diém nay va c6 cic dao
ham riéng htiu han
folx,y) =a, fi(x,y)=">



tai diém nay. Nhu vy

dz = df (z,y) = f(z,y)Az + f,(z,y)Ay.

Ciling gidng nhu trudng hop ciia mot bién, sd gia Az va Ay cla cdc bién
doc 1ap thudng dudc ky hiéu 14 dz va dy. Khi d6 ta c¢6 thé viét

dz = df (x,y) = fi(z,y)dv + f,(z,y)dy.

Nhin chung, su ton tai cia dao ham riéng hitu han khong kéo theo tinh kha
vi cua ham (ngay ca khi chung lién tuc).

Néu mot ham f c6 dao ham riéng ddi v6i z tai mot diém (z,y), tich
fi(z,y)dx dugc goi la vi phén riéng clia n6 doi véi x; tuong tu, f(x,y)dy
12 vi phan riéng ddi v6i y. Néu ham 12 kha vi, vi phan ctia né bang téng cac
vi phan riéng.

Sau day 1a mot diéu kién di vé tinh kha vi cia mot ham: Néu trong mot
1an can cta di€ém (g, o) ham f ¢6 dao ham riéng f. lién tuc tai (g, yo) va
c6 dao ham riéng f; tai di€ém nay, thi f kha vi & diém do.

Néu mot ham f kha vi & tat ca cdc diém trén mién md D, thi tai bat ky
di€ém nao ctia mién nay ta co

dz = a(z,y)dz + b(z, y)dy,

trong d6 a(z,y) = fi(x,y), b(x,y) = f,(z,y). Ngoai ra, néu ton tai cic
dao ham riéng lién tuc a, va b/, trén D, thi
a, = b,
tai moi di€ém trén D. Dic biét, diéu nay ching minh ring khong phai moi
biéu thiic c6 dang
a(x,y)dx + bz, y)dy

v6i a lién tuc va b trén mién D 1a vi phan clia mot ham cta hai bién. Pay
1a su khdc biét so vi cac ham ctia mot bién, trong do bat ky biéu thiic nao
a(x)dx v6i mot ham lién tuc a trong khoang nao d6 1a vi phan cia mot ham.

Biéu thic a dx + b dy 1a vi phan ctia mdt ham z = f(x,y) trén mién mé

don lién D neu a va b lién tyc trong mien nay, thod man diéu kién a;, = b,



va: a, va b, lién tyc; hodc a va b kha vi 6 moi noi trén D doi véi ca hai bien
T vay.

TONG QUAT HOA VA MO RONG

Cho ham f dugc xac dinh trén tip hop sb thuc £ C R, gia st = 1a mot
diém gidi han clia tdp hop nay. Néuz € E, v + Ax € E, Ay = alAz + a,
v6i a/Ax — 0 khi Az — 0, thi ham f dudc goi 1a kha vi ddi véi tp hop
F tai diém z va dy = aAz dudc goi 12 vi phan cta né d6i véi tap hop E tai
diém z. Pay 1a téng quat héa vé khdi niém vi phan cia hAm mot bién thuc
nhan gia tri thuc. Dang tdng quét héa dic biét nay bao gom vi phan tai cdc
di€m mut ctia khodng ma ham dudgc xdc dinh.

Vi phan cta ham nhiéu bién thuc nhan gia tri thuc dugc trinh bay theo
cach tuong tu.

Tht c4 cac dinh nghia va khai niém vé tinh kha vi va vi phan dudc trinh
bay trén diy c6 thé dudc mS rong hau nhu khong thay déi cho ham mot
hodc nhiéu bién thuc nhan gia tri phic, cho him véc td mot hodc nhiéu bién
thuc nhan gia tri thuc hoidc phiic va cho ham phiic mot hodc nhiéu bién va
ham véc td phuc. Trong giai tich ham, chung dugc md rdng cho ham xac
dinh trén mot khdng gian tritu tuong. Ngudi ta con c6 thé néi vé tinh kha vi
va vi phan ctia hAm tap hop dbi v6i mot do do.
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