XKP X1 T6T NH1§T (best approximation)

XAP Xi TOT NHAT TRONG KHONG GIAN PINH CHUAN

Cho X 1a mot khong gian dinh chuén trén trudng sb thuc (phuc), f € X
va ' C X. Khi do

B(f,F) = it |If - gl 1)
gc

dudc goi la dai lugng x4p xi tot nhit cia f bang F. O day khoang cach
|f — g|| gitta hai phan ti f va g biéu thi sai s6 xap xi f bing g.

Néu F' C X cb dinh dai luong x4p xi tot nhat E(f, F) c6 thé dudc coi
12 mot ham dudc x4c dinh trén X (ham xAp xi tot nhit).

Ham x4p xi tot nhit 1a lién tuc trén X vé6i bat ky F. Néu F 1a khong
gian con, ham cua xép xi tot nhat 12 mot nira chuén, tic 1a

E(fi+ fo, F) < E(fi, F) + E(f2, F),

va
B\, F) = WE(f, F)
ddi voi batky A € R.

Nél{ F 12 khong gian con hitu han chiéu, khi d6 v6i moi f € X ton tai
mdt phan ti gy € F (dudc goi 14 x4p xi tot nhat) ma tai d6 infimum trong
(1) dat dugc:

E(f, F)=f = gll-

Trong khong gian X vdi chuén 16i chit, x4p xi tot nhat 1a duy nht.

St dung cac dinh ly doi ngau, dai luong xAp xi tot nhit trong khong gian
dinh chuan X c¢6 thé dugc biéu dién dudi dang cin trén cdc gia tri cia mot
s6 phiém ham nhit dinh thuoc khong gian d6i ngiu X*. Néu F 13 mot tip
con 16i dong ctia X, khi d6 v6i batky f € X

E(f,F)=  sup f(f) —sup f*(g)| - (2)
freXr 9ek

<1



Dic biét, néu F 1a khong gian con, thi

E(f,F)= sw  [(f), (3)
f* c FJ_
=1

trong d6 F* 1a tp hop cac phiém ham f* thudc X* sao cho f*(g) = 0 véi
batky g € F.

XAP Xi TOT NHAT TRONG KHONG GIAN HAM

Trong xap xi ham s6, cac ham phtc tap dugc thay thé bang cic ham don
gian, thich hop cho tinh todn s6. Cac ham dudc dung d€ xp xi c6 thé 1a
da thiic luong gidc, da thic dai s6, song nho, da thic tiing phan, splines,...
Ngudi ta thuong han ché cac ham nhu vdy bang cach bat chiing phai thudc
mot khong gian c6 s6 chiéu hitu han, vi du, da thic dai s6 c6 bac nhé hon
mdt s6 n cho trudc.

Trong céac khong gian ham dinh chuan C hodc L, , cic vé phéi cta (2)
va (3) ¢6 dang tudng minh phu thudc vao dang ctia phiém ham tuyén tinh
trén cac khong gian nay.

Trong khong gian Hilbert H, dai luong xap xi t6t nhit phan ti f € H
bang khong gian con n chiéu F,, nhan dudc bang phép chiéu truc giao trén
F,, va c6 thé tinh todn dudc, ta cé:

bine) = |Gt

§ day g1,...,9, laco sé cha F,, va G(g1, - .., gs) la dinh thiic Gram, cac
phan ti cia ching 1a tich vo hudng (g;, 9;), i, = 1,...,n, (cing tuong tu
nhu vay dbi véi G(f, g1 ... gn)). Néu {uy.} 1a mot cd sé truc chuén, thi

n

E*(f.F) = IfIP = _(f )™

k=1

Trong khong gian C' = C|a, b] ta c6 danh gia sau diy cho dai lugng xp xi
tot nhat cia ham f € C bang khong gian con Chebyshev n chiéu F,, C C



(dinh ly de la Vallée-Poussin): Néu déi v6i mot ham g € F), ton tai n + 1
diém 23, a < 21 < -+ < Tpy1 < b, sao cho hiéu

Az) = f(z) — g(z)
nhan céc gia tri ¢6 diu dan xen, khi do

E(f, Fy) = min_[A(z)].

- 1<k<n+1

Trong mot s6 trudng hop quan trong, dai luong x4p xi tét nhat ham s6
bang khong gian con hitu han chiéu c6 thé dudc danh gia qua cac dic tinh
sai phan (vi du: mo dun lién tuc) ctia ham dudc xap xi hoic cdc dao ham
cua no.

Khdi niém vé x4p xi tdt nhit trong chuin hdi tu déu cla cac ham lién
tuc bang da thifc dai sb thuoc vé P.L. Chebyshev (1854), ngudi d phat trién
co sd ly thuyét cho khai niém nay va thiét 14p tiéu chuan da thic xap xi t6t
nhat trong khong gian metric C.

XAP Xi MOT LOP HAM

Dai luong xap xi tot nhit trong khong gian dinh chuin X ctia mot 16p
ham la gia tri can trén cua dai lugng xap xi tot nhat cua cac ham f trong
16p ham M bang mot 16p ham cb dinh F, tic 1a dai lugng

E(M,F):= sup E(f, F).
feM
bai lugng E (M, F') dac trung cho do 1éch cia 16p M so véi F' va cho sai
s6 xap xi 16n nhit c6 thé khi tinh gin ding mot ham tuy y f € M bing cac
ham cua F.

Cho M 1a mot tap con ctia khong gian ham dinh chuidn X, va G =
{91, go, ... } 1a mot hé cac ham doc 1ap tuyén tinh trong X va ky hiéu F},,
n = 1,2,..., 1a khong gian con dudc sinh bdi n phan ti dau tién cia hé
nay. Bing cich nghién cttu day E(M, F,), n = 1,2, ..., ngudi ta c6 thé riit
ra két luan vé ca dic tinh cAu tric va tinh tron ctia cac ham trong M ciing
nhu cdc tinh chat x4p xi cia hé G d6i véi M. Néu X 1a khong gian ham
Banach va G 1a mot hé déng trong X, tic laUF, = X, thi E(M, F,) — 0,
n — oo, khi va chi khi M 1a tdp hgp compact trong X.



Trong mdt sb trudng hop quan trong, vi du: khi F), 1a khong gian con
ctia da thic lugng gidc hoic céc spline tuan hoan va 16p M dudc xic dinh
bdi cac didu kién dp 1én mo dun lién tuc cta dao ham f(), cdc dai lugng
E(M, F,) ¢ thé dugc danh gid mot cach tudng minh. Trong trudng hgp
khong tuan hoan, ciing c¢6 cac két qua tuong tu lién quan dén dang diéu
tiém can cua E(M, F,) khi n — oo.
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