
XÍCH MARKOV (Markov chain)

Xích Markov là mô hình ngẫu nhiên đóng vai trò ứng dụng quan trọng
trong nhiều lĩnh vực đa dạng như sinh học, tài chính và sản xuất công
nghiệp. Xích Markov được sử dụng để mô hình hóa một hệ thống chuyển
từ trạng thái này sang trạng thái khác theo thời gian, sự chuyển đổi giữa các
trạng thái là ngẫu nhiên và được điều chỉnh bởi phân bố xác suất có điều
kiện xác định khả năng chuyển tình trạng hiện tại của hệ thống vào một
trạng thái mới. Sự phụ thuộc này thể hiện trí nhớ của hệ thống. Lý thuyết
này được A. A. Markov đề xuất vào năm 1907, khi bắt đầu nghiên cứu dãy
các thử nghiệm phụ thuộc nhau và tổng các biến ngẫu nhiên tương ứng.

Ví dụ cơ bản của xích Markov là khái niệm du động ngẫu nhiên trên
các số nguyên dương không âm, được định nghĩa ngay sau đây. Cho Xt ∈
N, t ∈ N, là một dãy các biến ngẫu nhiên có giá trị ban đầu X0 = 0. Với
một giá trị p ∈ [0, 1] cho trước, giả sử P(Xt+1 = Xt + 1|Xt ≥ 1) = p =
1 − P(Xt+1 = Xt − 1|Xt ≥ 1) và P(Xt+1 = 1|Xt = 0) = 1. Chuỗi
Xt, t ∈ N được gọi là một du động ngẫu nhiên trên các số nguyên không
âm và là một ví dụ của một xích Markov. Các khía cạnh thường được quan
tâm đến của xích X bao gồm: (i) Liệu X có quay trở về 0 sau một số hữu
hạn các bước hay không (điều này được đảm bảo nếu 0 ≤ p ≤ 1/2), (ii)
Trung bình số bước tính đến khi xích trở về 0 là bao nhiêu (số đó là hữu hạn
nếu 0 ≤ p ≤ 1/2), và (iii) Dáng điệu giới hạn của Xt khi t→∞ là như thế
nào.

Sau đây là một số ví dụ khác minh họa cho khái niệm xích Markov. Mô
hình truyền nhiễm bệnh giả định rằng có bốn trạng thái có thể xảy ra: Nhạy
cảm (S), Nhiễm bệnh (I), Miễn dịch (M ), Chết (D). Có thể xảy ra việc
chuyển trạng thái từ S sang I , sang S hoặc sang D; từ I đến M hoặc D;
từ M đến M hoặc D; từ D đến D. Các xác suất chuyển từ S đến I , S đến
D và vòng lặp S đến S, cộng lại phải bằng 1 và có thể phụ thuộc vào đặc
điểm của cá thể như tuổi tác, giới tính, phong cách sống ... Tất cả các cá thể
bắt đầu bằng S, chuyển trạng thái tại mỗi đơn vị thời gian (một ngày chẳng
hạn). Khi quan sát được dãy các trạng thái một mẫu cá thể lần lượt chuyển
đến (được gọi là quỹ đạo), với các đặc tính của cá thể, người ta có thể ước
lượng xác suất chuyển, bằng hồi quy logit chẳng hạn. Mô hình này giả định
rằng xác suất chuyển ở thời điểm t từ một trạng thái A đến trạng thái B chỉ
phụ thuộc vào trạng thái A chứ không phải vào toàn bộ quỹ đạo dẫn đến A.
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Điều này có thể không thực tế, ví dụ ở trạng thái bệnh I nhiều ngày có thể
làm tăng khả năng chuyển sang D. Để khắc phục điều đó, có thể mô hình
hóa hệ thống với trí nhớ dài hơn, song lại phải rời bỏ thiết chế đơn giản của
xích Markov (tuy có thể xây dựng mô hình kiểu đó như một xích Markov
trên không gian trạng thái phức tạp hơn có thêm thành phần độ dài thời gian
ở lại mỗi trạng thái).

Ví dụ thứ hai đề cập đến thị trường tài chính, khi theo dõi giá trị hàng
ngày của một cổ phiếu, không gian trạng thái là liên tục và có thể mô hình
hóa xác suất chuyển đổi giá trị cổ phiếu từ trạng thái x đồng sang y đồng
bằng hàm mật độ chuẩn với trung bình x− y. Thực tế, chuỗi thời gian của
giá trị cổ phiếu có thể cho thấy trí nhớ dài hơn, mà thông thường được mô
hình hóa bằng một số hạng tử tự hồi quy, lại dẫn đến quá trình phức tạp hơn
nữa. Do vậy dùng chuỗi Markov để mô hình hóa dòng giá trị cổ phiếu cũng
không thật xác đáng.

Như một ví dụ khác, xét tập hợp tất cả các trang web trên Internet như
không gian trạng thái của một xích Markov khổng lồ, nơi người dùng nhấp
chuột từ trang này sang trang khác, theo một xác suất chuyển nào đó. Xác
suất chuyển này có thể được mô hình hóa như là sự pha trộn của hai thành
phần: người dùng sẽ sử dụng các kết nối nội bộ của trang web hiện tại với
xác suất λ, lựa chọn theo xác suất đều để vào một trong các đường liên kết
đang hiển diện trên trang web đó; người dùng rời trang web hiện tại với
xác suất 1 − λ và chọn ngẫu nhiên một trang web trong số tất cả các trang
web khác. Thông thường λ = 0, 85. Tỷ phần dài hạn đó của lần ghé lại mỗi
trạng thái của xích Markov có thể được coi là thứ hạng của trang web, như
đã được giải thuật của Google thực hiện để xếp hạng các trang web. Tuy
nhiên, một lần nữa lại có thể bàn cãi tại sao xác suất chuyển sang một trang
tiếp theo chỉ do trang web hiện tại xác định mà không có vai trò của các
trang web trong quá khứ.

Cuối cùng, các giải thuật xích Markov Monte Carlo (MCMC) là các
xích Markov, trong đó tại mỗi bước lặp, một trạng thái mới được chuyển
đến theo xác suất chuyển phụ thuộc vào trạng thái hiện tại. Giải thuật ngẫu
nhiên này được sử dụng để lấy mẫu từ một phân bố trên không gian trạng
thái, là phân bố của xích tại giới hạn, khi đã thực hiện đủ số bước lặp. Người
lập mô hình phải kiểm tra gắt gao các giả thiết về tính Markov và tính thuần
nhất trước khi tin tưởng rằng các kết quả thực sự được dựa trên mô hình
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xích Markov, hay là trên các chuỗi có trí nhớ bậc cao hơn. Giải thuật này
được sử dụng rất rộng rãi trong các nghiên cứu Thống kê hiện đại, Phân
tích dữ liệu lớn, Học máy, và đặc biệt là Thống kê Bayes.

Nói chung một quá trình ngẫu nhiên có tính Markov nếu xác suất chuyển
sang một trạng thái trong tương lai là độc lập với các trạng thái đã trải qua
trong quá khứ, dưới điều kiện của trạng thái hiện tại.

Xích Markov thời gian rời rạc. Cho không gian trạng thái là tập các số
tự nhiên N hoặc một tập con hữu hạn S của N. Ký hiệu ξ(t) là trạng thái
của xích Markov tại thời điểm t. Tính chất cơ bản của một xích Markov là
tính Markov, được định nghĩa như sau đối với xích Markov thời gian rời rạc
(thời gian chỉ nhận các giá trị nguyên không âm): Đối với mọi i, j ∈ N, mọi
bộ số nguyên không âm t1 < · · · < tk < t và mọi bộ số tự nhiên i1, . . . , ik,
đẳng thức

P{ξ(t) = j| ξ(t1) = i1, . . . , ξ(tk) = ik} = P{ξ(t) = j| ξ(tk) = ik} (1)

luôn được thỏa mãn.
Trong định nghĩa của tính Markov, thời điểm t và biến cố dạng {ξ(t) =

j} được gọi là “hiện tại” của quá trình; các biến cố xác định bởi các giá trị
{ξ(u), u < t}, được gọi là "quá khứ" của quá trình; các biến cố xác định
bởi {ξ(u), u > t}, được gọi là "tương lai" của quá trình. Lúc đó (1) tương
đương với phát biểu sau: Với mọi t ∈ N và “hiện tại” ξ(t) = j cố định, bất
kỳ biến cố “quá khứ” A và biến cố “ tương lai” B nào cũng đều độc lập với
nhau dưới điều kiện đã biết “hiện tại”, có nghĩa là

P{A ∩B| ξ(t) = j} = P{A| ξ(t) = j}P{B| ξ(t) = j} .

Khi diễn giải theo xác suất đối với xích Markov ξ(t), xác suất chuyển
trạng thái

P{ξ(t+ 1) = j| ξ(t) = i} (2)

đóng một vai trò chủ đạo. Khi (2) không phụ thuộc vào t, xích Markov được
gọi là thuần nhất (theo thời gian); trái lại thì xích được gọi là không thuần
nhất. Dưới đây ta chỉ xét xích Markov thuần nhất. Ký hiệu

pij = P{ξ(t+ 1) = j| ξ(t) = i} .
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Ma trận P = [pij] được gọi là ma trận xác suất chuyển. Xác suất của một
quỹ đạo bất kỳ ξ(k) = ik, k = 0, . . . , t, được tính theo các xác suất chuyển
pij và phân bố ban đầu P{ξ(0) = i} theo công thức:

P{ξ(k) = ik , k = 0, . . . , t} = P{ξ(0) = i0}
t∏

k=1

pik−1ik .

Xác suất chuyển t-bước pij(t) của xích Markov cũng được tính theo xác
suất chuyển pij qua đẳng thức:

pij(t) = P{ξ(t0 + t) = j| ξ(t0) = i} .
Các xác suất chuyển đó thỏa mãn phương trình Kolmogorov–Chapman

pij(t1 + t2) =
∑

k

pik(t1)pkj(t2) .

Ký hiệu Pt = [pij(t)] là ma trận xác suất chuyển t-bước của xích Markov,
ta có Pt = Pt.

Để xác định xích Markov, cần biết phân bố ban đầu µ = (µi = P{ξ(0) =
i} : i ∈ S). Lúc đó phân bố biên tại thời điểm t có thể được tính như sau:

P{ξ(t) = j} =
∑

i∈S
pij(t)P{ξ(0) = i} .

Như vậy, phân bố của xích Markov xác định hoàn toàn và duy nhất khi biết
trước phân bố ban đầu µ và ma trận xác suất chuyển P.

Một xích Markov được gọi là không chu trình nếu với mỗi cặp trạng thái
(i, j), ước số chung lớn nhất của tập tất cả t sao cho pij(t) > 0 là 1. Nếu
ngược lại thì xích Markov được gọi là có chu trình. Du động ngẫu nhiên
trong ví dụ phía trên là một xích Markov có chu trình vì bất kỳ một đường
đi nào từ bắt đầu bằng 0 và trở lại đó đều có chiều dài là bội số của 2.

Phân bố dừng. Một phân bố xác suất π = (πi = P{ξ(0) = i} : i ∈ S)
trên không gian trạng thái được gọi là phân bố dừng đối với ma trận xác
suất chuyển P nếu πP = π. Với µ là phân bố ban đầu của xích Markov P
thì xích đó có thể có phân bố giới hạn

ν = lim
t→∞

µPt . (3)
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Phân bố giới hạn này dừng đối với P. Ta nói xích Markov P là ergodic nếu
phân bố giới hạn trong (3) không phụ thuộc vào phân bố ban đầu µ. Như
vậy, xích Markov ergodic có phân bố giới hạn duy nhất và phân bố giới hạn
đó dừng đối với P. Nếu xích Markov có chu trình thì giới hạn trong (3) có
thể không tồn tại, nhưng có thể thay thế bằng giới hạn Cesaro, luôn tồn tại
đối với xích Markov hữu hạn:

ν = lim
t→∞

1

t

t∑

k=1

µPk .

Nếu f(.) là một hàm trên không gian trạng thái của một xích Markov
ergodic ξ(t) thì

P{ lim
t→∞

1

n

n∑

k=0

f(ξ(t)) =
∑

j

pjf(i)} = 1 ,

với pj = limt→∞ pij(t). Đối với xích Markov ergodic thời gian liên tục (xem
định nghĩa phía dưới), tổng bên phải trong đẳng thức trên được thay bằng
tích phân.

Hai trạng thái i và j được gọi là liên thông nhau nếu tồn tại t1, t2 > 0
sao cho pij(t1) > 0 và pji(t2) > 0. Trạng thái k được gọi là không cốt yếu
nếu có một trạng thái l sao cho pkl(t1) > 0 với t1 ≥ 1 nào đó và plk(t) ≡ 0
với mọi t ∈ N. Tất cả các trạng thái còn lại được gọi là cốt yếu. Như vậy,
toàn bộ không gian trạng thái của xích Markov được chia thành các trạng
thái cốt yếu và không cốt yếu. Tập tất cả các trạng thái cốt yếu được phân
tách thành các lớp rời nhau, mỗi lớp bao gồm các trạng thái liên thông nhau,
đồng thời pij(t) ≡ 0, pji(t) ≡ 0, đối với các trạng thái i, j thuộc hai lớp
khác nhau.

Một xích Markov mà mọi trạng thái của nó đều thuộc vào lớp trạng
thái liên thông duy nhất được gọi là xích không tách được. Ngược lại, xích
Markov được gọi là tách được. Nếu không gian trạng thái là hữu hạn thì
phân hoạch không gian đó thành các lớp liên thông như vậy sẽ xác định các
tính chất tiệm cận của xích Markov. Chẳng hạn, đối với xích Markov không
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tách được hữu hạn, luôn tồn tại giới hạn

pj = lim
T→∞

1

T + 1

T∑

t=0

pij(t) , (4)

với
∑

j pj = 1. Nếu thêm vào đó xích Markov không có chu trình, khi đó
tồn tại t0 sao cho pij(t) > 0 với mọi t ≥ t0 và mọi trạng thái i và j, thì

lim
t→∞

pij(t) = pj . (5)

Nếu không gian trạng thái là vô hạn đếm được thì các tính chất tiệm cận của
xích Markov sẽ phụ thuộc vào các tính chất tinh tế hơn của các lớp trạng
thái liên thông. Khi đó đối với mọi trạng thái i của một lớp cho trước, chuỗi

∑

t

pii(t) (6)

sẽ đồng thời hội tụ hoặc đồng thời phân kỳ.
Tính tách được của xích Markov tương đương với khả năng phân rã của

ma trận xác suất chuyển P = [pij] của xích Markov thời gian rời rạc và ma
trận mật độ xác suất chuyển Q = [qij(0)] của xích Markov thời gian liên
tục (xem định nghĩa phía dưới). Không gian trạng thái của một xích Markov
tách được bao gồm các trạng thái không cốt yếu hoặc nhiều hơn một lớp các
trạng thái liên thông. Không gian trạng thái của một xích Markov không
tách được bao gồm một lớp duy nhất các trạng thái liên thông.

Một lớp các trạng thái được gọi là tái hiện, nếu đối với một trạng thái
nào đó, chuỗi (6) phân kỳ, được gọi là không tái hiện nếu (6) hội tụ. Trong
một lớp tái hiện, với xác suất 1 xích Markov sẽ trở về một trạng thái bất kỳ,
còn trong lớp không tái hiện thì xác suất của sự quay trở lại như vậy luôn
nhỏ hơn 1. Nếu trung bình thời gian quay trở lại trong một lớp tái hiện là
hữu hạn, thì lớp đó được gọi là lớp tích cực; nếu ngược lại thì nó được gọi
là lớp không tích cực. Nếu i và j thuộc cùng một lớp các trạng thái tích cực,
thì giới hạn (4) tồn tại, đồng thời giới hạn (5) cũng tồn tại trong trường hợp
xích không có chu trình. Nếu j thuộc về một lớp các trạng thái không tích
cực hoặc không cốt yếu, thì pij(t)→ 0 khi t→∞.
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Một xích Markov được gọi là tối giản nếu đối với cặp trạng thái i, j ∈ S
bất kỳ luôn tồn tại đường đi từ i đến j với xác suất dương. Nói cách khác,
bất kỳ một trạng thái nào cũng có thể đạt được từ một trạng thái bất kỳ khác
với xác suất dương. Một xích Markov tối giản được gọi là tái hiện nếu số
bước từ trạng thái i tới lần truy cập đầu tiên vào một trạng thái j (được ký
hiệu bởi τi,j) là hữu hạn hầu chắc chắn đối với tất cả i, j ∈ S, và được gọi
là tái hiện tích cực nếu Eτi,i <∞ tại ít nhất một i ∈ S. Trong xích Markov
tái hiện không có trạng thái không cốt yếu và các trạng thái cốt yếu sẽ phân
rã thành các lớp tái hiện. Lưu ý rằng du động ngẫu nhiên trên đường thẳng
là xích Markov tái hiện nếu p = 1/2 và là xích Markov tái hiện tích cực
nếu p < 1/2. Du động ngẫu nhiên đối xứng trên lưới nguyên hai chiều là
xích Markov tái hiện, trong khi đó du động ngẫu nhiên đối xứng trên lưới
nguyên ba chiều lại là xích Markov không tái hiện.

Mọi xích Markov tối giản không chu trình và tái hiện tích cực với ma
trận xác suất chuyển P đều có duy nhất một phân bố dừng π là vector xác
suất duy nhất thỏa mãn πP = π (đó cũng là sự phân bố giới hạn duy nhất).
Định lý ergodic này là một trong những kết quả quan trọng và đã được xây
dựng thành nhiều biến thể và mở rộng. Có sẵn các thuật toán hiệu quả để
tính toán π, nhưng không dùng được cho các không gian trạng thái quá lớn.

Cho f(.) là một hàm giá trị thực được định nghĩa trên các trạng thái của
một xích Markov ξ(t). Nếu xích Markov đó không tách được và các trạng
thái của nó tạo thành một lớp tích cực thì Định lý giới hạn trung tâm có hiệu
lực đối với tổng

ηt =
t∑

u=0

f(ξ(u)) ,

tức là:

lim
t→∞

P{ηt − At√
Bt

< x} = 1√
2π

x∫

−∞

e−u
2/2du (7)

đối với các hằng số A và B > 0 nào đó. Để cho (7) nghiệm đúng, chỉ cần
thêm điều kiện ηt ∼ Bt, t→∞.

Xích Markov thời gian liên tục. Nếu t nhận giá trị trong [0;∞), thì ξ(t)
được gọi là xích Markov thời gian liên tục, hoặc quá trình Markov, được
định nghĩa tương tự như trên bằng cách sử dụng tính chất Markov (1).
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Thông thường, đối với xích Markov thời gian liên tục ta cần giả thiết
tồn tại và hữu hạn của đạo hàm một phía phải dpij(t)/dt|t=0 = qij, được
gọi là mật độ xác suất chuyển. Đối với một xích Markov thời gian liên tục
hữu hạn, từ phương trình Kolmogorov-Chapman sẽ nhận được các phương
trình vi phân Kolmogorov

dpij(t)

dt
=
∑

k

pik(t)qkj, (8)

và
dpij(t)

dt
=
∑

k

qikpkj(t) , (9)

với điều kiện ban đầu pij(0) = δij, trong đó δij là ký hiệu Kronecker. Các
phương trình (8) và (9) cũng đúng cho xích Markov thời gian rời rạc đếm
được, nếu có thêm một vài điều kiện nữa.

Nếu xích Markov thời gian liên tục có phân bố dừng P{ξ(t) = i} = pi,
tức là phân bố của ξ(t) không phụ thuộc vào thời gian t, thì {pi} thỏa mãn
hệ phương trình tuyến tính

∑
pi = 1 ,∑

i

piqij = 0 , j = 1, 2, . . . .

}
(10)

Xích Markov được sử dụng rộng rãi để giải quyết nhiều bài toán ứng
dụng khác nhau. Chẳng hạn trong lý thuyết xếp hàng, để tính toán phân
bố của số hàng bận trong một hệ phục vụ M |M |n với các dòng yêu cầu
Poisson và thời gian phục vụ tuân theo luật mũ, người ta sử dụng một xích
Markov hữu hạn thời gian liên tục với các trạng thái 0, . . . , n,

và các mật độ xác suất chuyển như sau:

qi,i+1 = λ , 0 ≤ i < n ; qi,i−1 = iµ , 0 ≤ i ≤ n ;

qi,i = −(λ+ iµ) , 0 ≤ i ≤ n ; qn,n = −nµ ;
qi,i = 0 khi |i− j| > 1 ,
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với λ là cường độ của dòng yêu cầu Poisson và µ−1 là thời gian phục vụ
trung bình. Áp dụng (10) ta thấy phân bố dừng của số hàng bận được xác
định qua biểu thức

pi =
(λµ)

i 1
i!

n∑
k=0

(λµ)
k 1
k!

, i = 0, . . . , n ,

pi = 0 , i > n ,

được gọi là phân bố Erlang.
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