XICH MARKOV (Markov chain)

Xich Markov 12 mo hinh ngiu nhién dong vai tro ing dung quan trong
trong nhiéu linh vuc da dang nhu sinh hoc, tai chinh va sdn xuit cong
nghiép. Xich Markov dudc st dung d€ mé hinh héa mot hé thdng chuyén
tlf trang thai nay sang trang thai khac theo thdi gian, su chuyén doi gitta cac
trang thai 12 ngiu nhién va dudc diéu chinh bdi phan bd xic suit c6 diéu
kién x4c dinh kha ning chuyén tinh trang hién tai ciia hé théng vao mot
trang thai méi. Su phu thudc nay thé hién tri nh6 ctia hé thdng. Ly thuyét
nay dudc A. A. Markov dé xuat vao nim 1907, khi bat dau nghién ctiu day
cac thtt nghiém phu thudc nhau va tdng cac bién ngiu nhién tuong dng.

Vi du ¢6 ban cua xich Markov 1a khéi niém du dong ngdu nhién trén
cac s6 nguyén duong khong am, dugc dinh nghia ngay sau day. Cho X, €
N, t € N, 1a mot diy cdc bién ngau nhién cé gia tri ban dau X, = 0. Véi
mot gid tri p € [0, 1] cho trude, gia st P(X;y = X; + 1| Xy > 1) =p =
1 — ]P)(XH_1 = Xt - 1‘Xt Z 1) va ]P)(Xt—l—l = 1|Xt = O) = 1. ChU61
X, t € N dugce goi 1a mot du dong ngiu nhién trén cic sé nguyén khong
am va la mot vi du cua mét xich Markov. Cac khia canh thudng dudc quan
tam dén ctia xich X bao gdm: (i) Liéu X c6 quay tré vé 0 sau mot sd hitu
han c4c budc hay khong (diéu nay dudc dam bio néu 0 < p < 1/2), (ii)
Trung binh sb budc tinh dén khi xich tré vé 0 1a bao nhiéu (sd d6 1 hitu han
néu 0 < p < 1/2), va (iii) Dang diéu gidi han ctia X; khi ¢ — oo la nhu thé
nao.

Sau day 1a mot s6 vi du khac minh hoa cho khai niém xich Markov. Mo
hinh truyén nhiém bénh gia dinh ring c6 bén trang thai c6 thé x4y ra: Nhay
cam (5), Nhiém bénh (I), Mién dich (M), Chét (D). C6 thé xay ra viéc
chuyén trang thai tir S sang I, sang S hoic sang D; tit I dén M hoic D;
tit M dén M hoidc D; tit D dén D. Cac x4c suit chuyén tir S dén I, S dén
D va vong lip S dén S, cong lai phai bang 1 va c6 thé phu thudc vao dic
di€m clia c4 thé nhu tudi tac, gidi tinh, phong cach sdng ... Tt ca cic cd thé
bat dau bang S, chuyén trang thdi tai méi don vi thdi gian (mot ngay chang
han). Khi quan sit dudc ddy céc trang thai mot mau ca thé 1an ludt chuyén
dén (ducc goi 1a quy dao), véi cac dic tinh cla ca thé, ngudi ta c6 thé uée
luong xac suat chuyén, biang hoi quy logit chang han. M6 hinh nay gia dinh
rang x4c suat chuyén & thoi diém ¢ tif mot trang thai A dén trang thai B chi
phu thudc vao trang thai A chit khong phai vao toan bo quy dao dan dén A.



Piéu nay c6 thé khong thuc té, vi du & trang thai bénh I nhiéu ngay c6 thé
lam ting kha ning chuyén sang D. D€ khic phuc diéu d6, c6 thé mo hinh
héa hé théng véi tri nhé dai hon, song lai phai rdi bo thiét ché don gian cia
xich Markov (tuy c6 thé xay dung mo hinh kiéu d6 nhu mot xich Markov
trén khong gian trang thai phiic tap hon cé thém thanh phan do dai thdi gian
§ lai mdi trang thai).

Vi du tht hai dé cip dén thi trudng tai chinh, khi theo ddi gid tri hang
ngay ctia mot c¢d phiéu, khong gian trang thai 12 lién tuc va c6 thé mo hinh
héa xac suit chuyén ddi gid tri c¢d phiéu ti trang thii x dong sang y dong
bang ham mat do chuin véi trung binh  — y. Thuc té, chudi thdi gian cla
gia tri ¢d phiéu c6 thé cho thiy tri nhd dai hon, ma thong thudng dudc mod
hinh héa bang mot s6 hang tii tu hdi quy, lai ddn dén qua trinh phic tap hon
nita. Do vay dung chudi Markov dé mo hinh héa dong gi4 tri c6 phiéu ciing
khong that xac dang.

Nhu mot vi du khdc, xét tip hop tit ca cac trang web trén Internet nhu
khong gian trang thai ctia mot xich Markov khdng 16, noi ngudi dung nhip
chudt tif trang ndy sang trang khdc, theo mot xac suat chuyén nao dé. Xac
suét chuyén nay c6 thé duge mo hinh héa nhu 1a su pha trdn ciia hai thanh
phan: ngudi dung sé st dung cac két ndi ndi bd ciia trang web hién tai vé6i
x4c suat \, lua chon theo xac suat déu dé€ vao mdt trong cac dudng lién két
dang hién dién trén trang web do; ngudi dung rdi trang web hién tai véi
x4c sudt 1 — X\ va chon ngiu nhién mot trang web trong sd tit ca cic trang
web khac. Thong thudng A = 0, 85. Ty phan dai han d6 cta lan ghé lai mbi
trang thai cta xich Markov ¢6 th€ dugc coi 1a tha hang cta trang web, nhu
da duoc gidi thuat cia Google thuc hién dé xép hang cac trang web. Tuy
nhién, mot 1an nita lai c6 thé ban cii tai sao xdc suit chuyén sang mot trang
tiép theo chi do trang web hién tai xdc dinh ma khong c6 vai trd clia cac
trang web trong qua khu.

Cubi cung, cic gidi thudt xich Markov Monte Carlo (MCMC) 1a cac
xich Markov, trong d6 tai moi budc lip, mot trang thdi méi dude chuyén
dén theo xdc suit chuyén phu thudc vio trang thai hién tai. Giai thuat ngiu
nhién nay dudc st dung dé€ 1y mau tif mot phan bd trén khong gian trang
thai, 12 phan bd ctia xich tai gidi han, khi da thuc hién di s6 budc lip. Ngudi
14p mo hinh phai kiém tra git gao cac gia thiét vé tinh Markov va tinh thuan
nhét trude khi tin tudng ring cic két qua thuc su dudc dua trén mo hinh



xich Markov, hay 1a trén céac chudi ¢6 tri nhé bac cao hon. Giai thuét nay
dugc st dung rat rong rai trong cic nghién cttu Thong ké hién dai, Phan
tich dit liéu 16n, Hoc mdy, va dic biét 1a Thong ké Bayes.

N6i chung mot qud trinh ngau nhién c6 tinh Markov néu x4c suat chuyén
sang mot trang thai trong tuong lai 1a ddc 1ap véi cac trang thai da trai qua
trong qua khi, dudi diéu kién clia trang thdi hién tai.

Xich Markov thdi gian roi rac. Cho khong gian trang thdi 1 tip céc s6
tu nhién N hoac mot tip con hitu han S ctia N. Ky hiéu £(¢) 1a trang thai
cia xich Markov tai thoi diém ¢. Tinh chéit co ban ctia mot xich Markov 1a
tinh Markov, dudc dinh nghia nhu sau dbi véi xich Markov thdi gian r6i rac
(thdl gian chi nhan cac gia tri nguyen khong am): Dbi le moi ¢, 5 € N, moi
bd s6 nguyén khong am ¢; < --- < t;, < t vamoi bd sd tu nhién iy, . .., i,
dang thic

P{&(t) = j| §(t1) = i1, ..., &§(tr) = in} = P{&(E) = j] £(te) = ir} (1)

luén dugc thoa man.

Trong dinh nghia clia tinh Markov, thoi diém ¢ va bién cb dang {£(t) =
7} dudc goi 1a “hién tai” clia qud trinh; cdc bién cb xéc dinh béi cac gia tri
{&(u), u < t}, dugc goi 1a "qua khii" cta qud trinh; cdc bién cb xac dinh
béi {&(u), u > t}, dugc goi l1a "tuong lai" cua qua trinh. Luc d6 (1) tuong
duong véi phat bi€u sau: Vi moi t € N va “hién tai” £(t) = j cb dinh, bat
ky bién cb “qua khit” A va bién cd “ tuong lai” B nao ciing déu doc 1ap véi
nhau dudi diéu kién da biét “hién tai”, c6 nghia Ia

P{ANB| £(t) = j} = P{A] £(t) = j}P{B| £(t) = j} -
Khi dién giai theo xac suat dbi véi xich Markov &(t), xdc sudt chuyén

trang thai
P{E(t +1) = j] £(t) = i} (2)

dong mot vai tro chu dao. Khi (2) khong phu thudc vao ¢, xich Markov dugc
goi 12 thudn nhdt (theo thdi gian); trdi lai thi xich dudc goi 14 khong thuan
nhdt. Duéi day ta chi xét xich Markov thuan nhat. Ky hiéu

piy = P&+ 1) = j| £(t) = i}



Ma tran P = [p;;] dugc goi 1a ma trdn xdc sudt chuyén. Xdc sut cia mot
quy dao batky (k) = iy, k = 0,...,t, dugc tinh theo cdc xac suét chuyén
pi; va phan bd ban dau P{£(0) = i} theo cong thic:

P{f(k) =i, k=0,.. t} P{f - ZO} lek 10k

Xéc sult chuyén t-budc p;; () clia xich Markov ciing dugc tinh theo xéc
suat chuyén p;; qua dang thic:

pii(t) = P{E(to + 1) = j| £(to) = i}

Céc xdc suat chuyén d6 thdéa man phuong trinh Kolmogorov—Chapman

Dij tl + t2 szk‘ tl Pk t2

Ky hiéu P; = [p;;(t)] 1a ma tran xéc suat chuyén ¢-budc clia xich Markov,
taco P, = P'.

Dé xac dinh xich Markov, can biét phan b6 ban dau p = (p; = P{£(0) =
i} : i € S). Liic d6 phan bd bién tai thdi di€ém ¢ c6 thé dudc tinh nhu sau:

]P){f = ]} Z pzj P{f ) }

1€8

Nhu vy, phan bd clia xich Markov xdc dinh hoan toan va duy nhat khi biét
truSc phan bd ban dau @ va ma tran xdc suat chuyén P.

Mot xich Markov dudc goi 13 khdng chu trinh néu v6i mdi cip trang thai
(4,7), u6c sd chung 16n nhit cta tap tit ca ¢ sao cho p;;(t) > 01a 1. Néu
ngudc lai thi xich Markov ducc goi 1a ¢é chu trinh. Du dong ngau nhién
trong vi du phia trén 12 mot xich Markov ¢6 chu trinh vi bat ky mot dudng
di ndo tir bat dau bang 0 va trd lai d6 déu c6 chiéu dai 13 boi sb cia 2.
Phan b6 dirng. Mot phéan bd xdc sudt w = (m; = P{(0) =i} : i € S)
trén khong gian trang thai dudc goi 1a phdn b ditng ddi véi ma tran xac
sut chuyén P néu wP = 7. V6i p 13 phan bd ban dau cia xich Markov P
thi xich d6 c6 thé c6 phan bd gi6i han

v = lim uP;. (3)

t—00



Phan bd gidi han nay ditng d6i v6i P. Ta néi xich Markov P 1a ergodic néu
phan bd gidi han trong (3) khong phu thudc vao phan bd ban dau p. Nhu
viy, xich Markov ergodic c¢6 phan bd gidi han duy nhit va phan bd gidi han
d6 ding ddi véi P. Néu xich Markov c6 chu trinh thi gi6i han trong (3) ¢
thé khong ton tai, nhung c6 thé thay thé bing gidi han Cesaro, ludn ton tai
ddi v6i xich Markov hitu han:

t
1
v :tligloZZHPk'
k=1
Néu f(.) 1a mot ham trén khong gian trang thai ciia mot xich Markov
ergodic £(¢) thi

1

P{lim = > f(E®) =D pif(i)} =1,
k=0 j

V6l p; = limy o pij (). Péi véi xich Markov ergodic thdi gian lién tuc (xem
dinh nghia phia duéi), tdng bén phai trong dang thic trén dudc thay bang
tich phan.

Hai trang thdi i va j dudc goi 1a lién thong nhau néu ton tai t1,ty > 0
sao cho p;;(t1) > 0 va pj;(t2) > 0. Trang thai k dugc goi 1a khdng cot yéu
néu c6 mot trang thai [ sao cho py(t;) > 0 v6it; > 1 nao dé va py(t) =0
v6i moi t € N. Tat cd cdc trang thdi con lai dudc goi 1a cot yéu. Nhu vay,
toan bd khong gian trang thai cua xich Markov dudc chia thanh cac trang
thdi c6t yéu va khong cdt yéu. Tap tat ca cac trang thdi cbt yéu dudc phan
tach thanh céc 16p rdi nhau, mdi 16p bao gdm céc trang thdi lién thong nhau,
dong thdi p;;(t) = 0, p;i(t) = 0, dbi v6i cdc trang thdi i, j thudc hai 16p
khac nhau.

Mot xich Markov ma moi trang thai clia né déu thudc vao 16p trang
thdi lién thong duy nhat ducc goi 1a xich khong tdch dugc. Ngudc lai, xich
Markov dudc goi 1a tdch dugc. Néu khong gian trang thai 13 hitu han thi
phan hoach khong gian d6 thanh cac I6p lién thong nhu vy sé€ xac dinh cac
tinh chét tiém can cta xich Markov. Chang han, d6i véi xich Markov khong



tach dugc hitu han, ludn ton tai gidi han

pi= %EEOT—HZPM @

véi Y ip; = 1. Néu thém vao d6 xich Markov khong ¢6 chu trinh, khi d6
ton tai ¢y sao cho p;;(t) > 0 v6i moi t > ¢, va moi trang thdi i va j, thi

}E?Opw (t) =p;. (5)
Néu khong gian trang thai 13 vo han dém dudc thi cac tinh chét tiém cén cia
xich Markov sé& phu thudc vao céc tinh chit tinh té hon ciia cic 16p trang
thai lién thong. Khi d6 dbi v6i moi trang thai ¢ ctia mot 16p cho trude, chudi

an'(t) (6)

s& dong thoi hdi tu hodc dong thdi phan ky.

Tinh tach dugc cua xich Markov tuong duong véi kha nang phan ra cua
ma trin x4c suit chuyén P = [pi;] cta xich Markov thoi gian rdi rac va ma
trdn mat do xdc suat chuyén Q = [g;;(0)] cda xich Markov thdi gian lién
tuc (xem dinh nghia phia duéi). Khong gian trang thai cia mot xich Markov
tach dudc bao gdm céc trang thai khong cdt yéu hoidc nhiéu hon mot 16p cac
trang thai lién thong. Khong gian trang thai cua mdt xich Markov khong
tach ducc bao gdm mot 16p duy nhét cic trang thai lién thong.

Mot 16p céc trang thdi dudc goi 1a tdi hién, néu d6i véi mot trang thai
nao do, chudi (6) phan ky, dudc goi 1a khong tdi hién néu (6) hdi tu. Trong
mot 16p tdi hién, v6i x4c suat 1 xich Markov sé trd vé mot trang thai bat ky,
con trong 16p khong tai hién thi xdc suit clia su quay trd lai nhu vay ludn
nho hon 1. Néu trung binh thdi gian quay tré lai trong mot 16p tdi hién 1a
hitu han, thi 16p d6 dudc goi 12 Idp tich cuc; néu ngudc lai thi né dudc goi
12 I6p khéng tich cuc. Néu i va j thudce cling mot 16p céc trang thai tich cuc,
thi gi6i han (4) ton tai, dong thdi gidi han (5) cling ton tai trong trudng hop
xich khong c6 chu trinh. Néu j thudc vé mot 16p cac trang thai khong tich
cuc hodc khong cbt yéu, thi p;;(t) — 0 khi t — oo.



Mot xich Markov dudc goi 1a 14i gidn néu d6i véi cip trang thdi i, j € S
bat ky 1uon ton tai dudng di tir < dén j véi xdc suat duong. N6i cach khéc,
bat ky mot trang thai nao ciing c¢6 thé dat dugc tif mot trang thai bat ky khac
v6i xdc suat duong. Mot xich Markov t6i gidn dudc goi 1a tdi hién néu sd
budc tif trang thai ¢ t6i 1an truy cip dau tién vao mot trang thai j (dugc ky
hiéu béi 7; ;) 1a hitu han hau chic chan dbi véi tht ca i, j € S, va duge goi
1a tdi hién tich cuc néu E1;; < oo tai it nhat mot i € S. Trong xich Markov
ti hién khong c6 trang thai khong cdt yéu va céc trang thai cbt yéu sé phan
rd thanh cdc 16p tdi hién. Luu y ring du dong ngau nhién trén duong thang
la xich Markov tdi hién néu p = 1/2 va la xich Markov tai hién tich cuc
néu p < 1/2. Du dong ngiu nhién dbi xting trén Iudi nguyén hai chiéu la
xich Markov téi hién, trong khi d6 du dong ngiu nhién ddi xing trén luéi
nguyén ba chiéu lai 13 xich Markov khong tai hién.

Moi xich Markov ti gidn khong chu trinh va ti hién tich cuc v6i ma
tran xdc suat chuyén P déu c6 duy nhit mot phan bd diing 7 1a vector xac
suat duy nhit théa man 7P = 7 (d6 ciing 14 su phan bd gidi han duy nhit).
Dinh Iy ergodic nay 1a mdt trong nhiing két qua quan trong va da dudc xay
dung thanh nhiéu bién thé va md rong. C6 sin cdc thuit toan hidu qua dé
tinh toan 7r, nhung khong dung dudgc cho cac khong gian trang thai qua 16n.

Cho f(.) la mdt ham gia tri thuc dugc dinh nghia trén cac trang thai ciia
mot xich Markov £(t). Néu xich Markov d6 khong tach dudc va cic trang
thai cua n6 tao thanh mot 16p tich cuc thi Pinh ly gidi han trung tam c6 hiéu
luc ddi véi téng

t

tuc la:

HOOIED{ \/_ P v / e "2 duy (7)

d6i v6i cac hing s6 A va B > 0 nao dé. P& cho (7) nghiém diing, chi can
thém diéu kién n, ~ Bt, t — oo.

Xich Markov thdi gian lién tuc. Néu ¢ nhan gia tri trong [0; 0o), thi £(#)
dudc goi la xich Markov thoi gian lién tuc, hodc qud trinh Markov, dugc
dinh nghia tuong tu nhu trén biang cach st dung tinh chit Markov (1).



Thong thudng, dbi véi xich Markov thdi gian lién tuc ta can gid thiét
ton tai va hitu han ctia dao ham mdt phia phéi dp;;(t)/dt|i—o = g¢ij, dugc
goi 12 mat do xac suat chuyén. Ddi v6i mot xich Markov thdi gian lién tuc
httu han, tu phuong trinh Kolmogorov-Chapman s€ nhén dudc cac phuong
trinh vi phan Kolmogorov

Will) S~ (B ®)

véi diéu kién ban dau p;;(0) = §;;, trong d6 d;; 1a ky hiéu Kronecker. Céc
phuong trinh (8) va (9) ciing diing cho xich Markov thdi gian rdi rac dém
dudc, néu c6 thém mot vai diéu kién nita.

Néu xich Markov thdi gian lién tuc cé phdn bo ditng P{¢(t) = i} = p;,
tic 1a phan bd clia £(t) khong phu thudc vao thoi gian ¢, thi {p;} thda man
hé phuong trinh tuyén tinh

=1
Z Di 5 } (10)

sz‘%’j:(), j=12,....
1

Xich Markov dudc st dung rong rai dé€ giai quyét nhiéu bai todn tng
dung khéac nhau. Chang han trong ly thuyét xép hang, d€ tinh toan phan
bd clia s6 hang ban trong mot hé phuc vu M|M|n véi ciac dong yéu cau
Poisson va thdi gian phuc vu tuan theo luat mi, ngudi ta st dung mot xich
Markov httu han thoi gian lién tuc v6i cac trang thai 0, ..., n,

va cdc mat dd x4c suat chuyén nhu sau:

Giv1=A, 0<i<n; g;1=1ip, 0<i<n;

qi,i:_<)‘+iu>7 OSZSTL, Qnpn = —NU;
¢i=0 khili—j|>1,



v6i A 1a cudng do ctia dong yéu cau Poisson va 1! 1a thdi gian phuc vu
trung binh. Ap dung (10) ta thiy phan bd diing cta s6 hang ban dudc xac
dinh qua biéu thuc

dudc goi 1a phdn bé Erlang.
HO PANG PHUC
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